
総和規約の練習

1 基本事項

1. ベクトルの正規直交基底の線形結合による表現

u = u1e1 + u2e2 + u3e3 = uiei → {u} =


u1

u2

u3


(1. 1)

2. 正規直交基底の内積とクロネッカーデルタ

ei · e j = δi j =


1 i = j

0 i , j
(1. 2)

3. ベクトルの内積

u · v = (uiei) · (u je j) = uiv j(ei · e j) = uiv jδi j = uivi = u jv j

→ {u}T {v} =
{
u1 u2 u3

}


v1

v2

v3


(1. 3)

4. ２階テンソルの正規直交基底のテンソル積の線形結合による表現

A = A11(e1 ⊗ e1) + A12(e1 ⊗ e2) + · · · + A33(e3 ⊗ e3) = Ai j(ei ⊗ e j) = Akl(ek ⊗ el)

→ [A] =


A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

 (1. 4)

5. ベクトルのテンソル積

u ⊗ v = (uiei) ⊗ (u je j) = uiv j(ei ⊗ e j)

→ {u}{v}T =


u1

u2

u3


{
v1 v2 v3

}
=


u1v1 u1v2 u1v3

u2v1 u2v2 u2v3

u3v1 u3v2 u3v3

 (1. 5)

6. 正規直交基底のテンソル積の演算ルール

(ei ⊗ e j)ek = ei(e j · ek) = δ jkei , ek(ei ⊗ e j) = δkie j (1. 6)
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7. ベクトルのテンソル積

(u ⊗ v)w = u(v · w) = (v · w)u , w(u ⊗ v) = (w · u)v (1. 7)

(u ⊗ v)(w ⊗ z) = (v · w)(u ⊗ z) (1. 8)

(u ⊗ v)w =
(
(uiei) ⊗ (v je j)

)
(wkek) = uiv jwk

(
(ei ⊗ e j)ek

)
= uiv jwkδ jkei = uiv jw jei

→




u1

u2

u3


{
v1 v2 v3

}


w1

w2

w3


=


u1

u2

u3




{
v1 v2 v3

}


w1

w2

w3



 (1. 9)

(u ⊗ v)(w ⊗ z) =
(
(uiei) ⊗ (v je j)

)
((wkek) ⊗ (zlel)) = uiv jwkzl(ei ⊗ e j)(ek ⊗ el)

= uiv jwkzlδ jk(ei ⊗ el) = uiv jw jzl(ei ⊗ el) = v jw juizl(ei ⊗ el)

→




u1

u2

u3


{
v1 v2 v3

}



w1

w2

w3


{
z1 z2 z3

} =


u1

u2

u3




{
v1 v2 v3

}


w1

w2

w3




{
z1 z2 z3

}

=


{
v1 v2 v3

}


w1

w2

w3






u1

u2

u3


{
z1 z2 z3

}

(1. 10)

8. 二階テンソルの内積（テンソル積の内積）

(a ⊗ b) : (c ⊗ d) = (a · c)(b · d) (1. 11)

二つの二階テンソルの内積は以下のとおり．

A : B = [Ai j(ei ⊗ e j)] : [Bkl(ek ⊗ el)] = Ai jBkl(ei ⊗ e j) : (ek ⊗ el)

= Ai jBkl(ei · ek)(e j · el) = Ai jBklδikδ jl

= Ai jBi j (1. 12)
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9. 恒等テンソルとの内積，行列のトレース演算

恒等テンソル:　I = δi j(ei ⊗ e j)

恒等テンソルとの内積は行列のトレース（対角項の和）になる！　

I : A = [δi j(ei ⊗ e j)] : [Akl(ek ⊗ el)] = δi jAkl(ei ⊗ e j) : (ek ⊗ el)

= δi jAkl((ei · ek)(e j · el) = δi jAklδikδ jl

= Aii = tr[A] (1. 13)

10. ベクトル（一階テンソル）の成分：xi = x · ei

∀x = xiei ,

x · ei = (xkek) · ei = xk(ek) · ei = xkδki = xi

∴ xi = x · ei (1. 14)

11. 二階テンソルの成分：Ai j = ei · Ae j

∀A = Ai j(ei ⊗ e j) ,

ei · Ae j = ei · [Akl(ek ⊗ el)] e j = Akl
(
ei · [(ek ⊗ el)e j]

)
= Aklδ jl(ei · ek) = Aklδ jlδik = Ai j

∴ Ai j = ei · Ae j (1. 15)

12. 二階テンソルの転置テンソル

[定義]：二階テンソル Aがあるとき，∀x, yに対して

x · Ay = AT x · y = y · AT x (1. 16)

を満たすテンソル AT が一意に存在する．これを Aの転置テンソルという．

A = Ai j(ei ⊗ e j)のとき，

AT = A ji(ei ⊗ e j) = Ai j(e j ⊗ ei) , ∴ AT
i j = A ji (1. 17)

実際，

AT
i j = ei · AT e j = Aei · e j = e j · Aei = A ji (1. 18)
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13. 転置テンソルと恒等テンソルを用いた二階テンソルの内積の表現

A : B = I : AT B (= ABT : I)

= [δi j(ei ⊗ e j)] : [Alk(ek ⊗ el)][Bmn(em ⊗ en)]

= δi jAlkBmn(ei ⊗ e j) : [(ek ⊗ el)(em ⊗ en)]

= δi jAlkBmnδlm(ei ⊗ e j) : (ek ⊗ en)

= δi jAlkBmnδlmδikδ jn

= AliBli = Ai jBi j

= tr
(
[A]T [B]

)
(1. 19)
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2 練習あるのみ！

2.1 眼力をつける

ボールド体・行列表記・指標の関係

一階テンソル（ベクトル）： u → {u} =


u1

u2

u3


→ ui（成分の代表） (2. 1)

二階テンソル： A → [A] =


A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

 → Ai j（成分の代表） (2. 2)

[練習その１]（例）Au → [A]{u} → Ai ju j（総和規約）

1. AT u → ?

2. AB → ?

3. ABu → ?

4. AT B → ?

5. AT Bu → ?

6. ABT → ?

7. ABT u → ?

8. ABC → ?

9. AT BC → ?

10. ABT C → ?

11. ABCT → ?

12. Au · v → ?

13. u · Av → ?

14. Au · Bv → ?
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[練習その２]（例）Ai ju j（総和規約）→ [A]{u} → Au

1. A jiu j → ?

2. AikBk j → ?

3. AikBk ju j → ?

4. AkiBk j → ?

5. AkiBk ju j → ?

6. AikB jk → ?

7. AikB jku j → ?

8. AikBklCl j → ?

9. AkiBklCl j → ?

10. AikBlkCl j → ?

11. AikBklC jl → ?

12. Ai ju jvi → ?

13. uiAi jv j → ?

14. Ai ju jBikvk → ?
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[練習その３]（例）Au → [Aik(ei ⊗ ek)]
(
u je j
)
= Aiku j(ei ⊗ ek)e j = Aiku jδk jei = Ai ju jei

（考察）：Ai ju jeiでは i, jともにダミー指標．ここで，基底 eiを隠す（取る）と Ai ju jであ

り，iは自由指標になる．すなわち，自由指標は隠されている基底に対応する成分を表して

いる！．

1. AT u =?

2. AB =?

3. ABu =?

4. AT B =?

5. AT Bu =?

6. ABT =?

7. ABT u =?

8. ABC =?

9. AT BC =?

10. ABT C =?

11. ABCT =?

12. Au · v =?

13. u · Av =?

14. Au · Bv =?
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