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Taylor展開	
 

	
 

Taylorの定理は，n階導関数が連続な関数について，注目する点xからΔx隔てた点に
ついて図中の級数が成立することをいう，最後に打ちきるときにxとx+Δxの中間のど
こかに値が存在して等式が成り立つのである．１階導関数で打ち切れば良く知られた
平均値の定理である．	
 

そのような中間点の存在は保証されるが，その求め方はわからない．そこで，中間点
ではなくxでn階導関数の値を評価することにしたのがTaylor展開による近似式である．	
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全微分	
 

	
 

ＸからΔｘだけ隔てた点の関数値との差に注目する．Taylor展開を用いてその差を表
すと図中の式のようになる．Δxをゼロに近づけることを考えたとき，Δxと同じス
ピードで小さくなる関数値の差の部分を主要部といい微分dfと表す．また，Δx自身
が主要部だから微分はdxである．これら微分の関係を表した式が全微分の式である．
導関数の定義では通常df/dxという分数表記が用いられ，dfとｄｘには積極的な意味
が与えられていない．しかし，このようにそれぞれの量の微分を定義すれば，導関数
df/dxは微分量の商として具体的な意味を有する．	
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Taylor展開(多変数関数)	
 

	
 

多変数関数の場合のTaylor展開．一変数の場合から類推して，「変数が増えればこう
なるんだなぁ・・」と飲み込んでおく．そのうち慣れる．	
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全微分（多変数関数）	
 

	
 

主要部，微分の考え方は一変数の場合と同じである．ここでのΔxは点xから任意方向
に向く微分ベクトルである．点ｘに立って微分ベクトルｄｘの方向を見たとき，関数
値の変化は勾配ベクトルと微分ベクトルｄｘの内積で与えられるということ．	
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勾配ベクトルの図的理解	
 

	
 

　２変数関数ｆがあって，関数曲面が図のようであるとする．また，関数値の等高線
は図に見るようであるとする．今，ある点(x1,x2)に注目する，	
 	
 

　点	
 (x1,x2)から見た十分に近傍の点	
 (x1+dx1,	
 x2+dx2)	
 の関数値の増分dfは，十分
に近い点ならば全微分（Taylor展開の１次微分の項）を調べればよい．	
 

　その増分dfは勾配ベクトルと２点間の位置の差を表す微小ベクトルdx={dx1,dx2}と
の内積で表されることに留意する．	
 

　図から次のことが判る．	
 

（１）等高線上を微小距離だけ移動する緑のdx離れた点では,関数値は変化無し
（df=0）	
 

　→　勾配ベクトルは緑のベクトルと直交する．　→　勾配ベクトルは等高線に垂直
である．	
 

（２）赤いベクトルdxだけ離れた点へ向かうと関数値は増える（df>0）	
 

（３）青いベクトルdxだけ離れた点へ向かうと関数値は減る（df<0）	
 

　→　勾配ベクトルは関数値が増加する方向を向く．	
 

（４）勾配ベクトルが大きくなれば内積の結果である関数の増加（減少）量も大きい．	
 

　→　勾配ベクトルの長さが勾配の強さ，すなわち関数の変化率の大きさを表す．等
高線が密な部分（変化が急激な所）ほど勾配ベクトルは大きくなる．	
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等ポテンシャル線と流線	
 

	
 

・流束ベクトル（flux	
 vector）	
 

　何かの量が3次元空間を移動する（流れる）ことを考える．その移動を定量的に表
すために，移動方向に垂直な面を考えて単位面積当たりを単位時間に通過する量に注
目するとそれはベクトル量である．それを流束ベクトル（flux	
 vector）という．
「流束」の束という漢字が良くそのニュアンスを表している．名訳である．	
 

	
 

・ポテンシャル	
 

　空間に分布する「何か」の強さ．その勾配ベクトルが「ある量の流束ベクトル」と
して物理的な意味を持つとき，それを生み出す源泉という意味で「ポテンシャル」と
いう．	
 

	
 

・種々のモデル	
 

　ポテンシャルと流束ベクトルの組み合わせは色々とある．熱の移動現象を例にとる
と，流束ベクトルは熱量そのもの，場の強さとして空間に分布して熱の移動現象の源
泉となっているポテンシャルは温度である．そして，その時の係数は熱伝導係数と呼
ばれる．右辺に負号がつくのは，温度が高い方から低い方へ熱が流れることを表すた
めである．この時の式をフーリエ則という．他に，物質移行を記述するフィック則，
地盤中の浸透流を記述するダルシー則などがある，	
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一変数の微分と多変数関数の方向微分	
 

	
 

・一変数の微分	
 

　その定義は高校で習ったとおり．	
 

	
 

・多変数関数の方向微分	
 

　多変数関数があるときに，点xにおけるベクトルa方向の変化率を見るのが方向微分．
それを考える際に，×をつけた式のように，一変数関数の微分を乱暴に拡張してもダ
メ．何故なら，「ベクトルで割る」という演算は数学的に定義できないからである．	
 

a方向に関数の値の変化率を調べながら極限操作を行うというのが正しい方法である．
極限が存在するとき，それを方向微分という．任意のベクトルaについて方向微分が
存在するとき，それは勾配ベクトルとaとの内積で与えられる．どうしてそうなるか
は，一次元関数の極限操作の係数aが入った例をみれば理解しやすい．	
 

	
 

・方向微係数	
 

　ベクトルaが単位ベクトルnのとき，ｘにおける方向微分をn方向の方向微係数とい
う．	
 

	
 

	
 

	
 

	
 



9	



多変数関数の方向微分，ガトー微分，変分	
 

	
 

・方向微分	
 

今，aを定ベクトルとして，Δx=haのように与えてhをゼロに近づけることで，定ベク
トルa方向の関数の変化率を調べることができる．これをa方向の方向微分といい，変
化率を方向微係数という．方向微係数は勾配ベクトルと定ベクトルの内積になる．	
 

	
 

・ガトー（Gateaux）微分	
 

	
 Gがベクトル値関数uの汎関数のとき，Gに対して方向微分と同様の操作を行うことが
出来る．これをガトー微分という．方向微分が三次元空間を定義域とする関数に対す
るものとすれば，ガトー微分は方向微分のより一般な関数への拡張である．　	
 

	
 

・変分	
 

ガトー微分において，定ベクトルaを変数uの許容変化である変分δuに選んだものが
変分である．変分の結果得られるガトー微分の値は汎関数Gの第一変分と呼ばれδGの
ように表される．	
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ベクトル値関数（ベクトル場）の全微分	
 

	
 

ベクトル値関数（ベクトル場）は３つの成分がスカラー場を成している．ベクトル値
関数の場合には，スカラー値関数である各成分の勾配を考えてそれを寄せ集める操作
を行えばよい．	
 

	
 

ベクトル値関数（ベクトル場）の全微分は，独立変数の微分ベクトル	
 dx	
 から関数値
の微分ベクトルduへの線形変換の関係として与えられる．そして，その変換作用素が
ベクトル場の勾配である．	
 

ベクトルの線形変換作用素は二階テンソル，すなわちベクトル場の勾配は二階テンソ
ルである．このように，スカラー場（ゼロ階テンソル）の勾配はベクトル（1階テン
ソル）になり，ベクトル場（1階テンソル）の勾配は2階テンソルになる．	
 

	
 

	
 



11	



ラプラシアンの図的理解	


	


　ラプラシアンはその点の曲率を表すと考えて良い．差分を見ると良く解るように，
前後左右の点の平均値よりも小さい場合（曲面が下に凸の場合）は正，平均値よりも
小さい場合（曲面が凹）は負となる．	
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熱伝導方程式の図的理解	
 

	
 

・方程式の各項の幾何学的な意味	
 

　左辺は温度の時間微分だから温度上昇の速さである．右辺は温度の空間座標に関す
る二階微分だから，温度曲線の曲率に相当する．それは高校で習ったとおり，下に凸
ならば正，上に凸ならば負の値をとり，値が大きいほど曲線の曲がり具合はキツイ．
あるいは，差分近似してみると判るように，「注目する点がその前後の点での値の平
均値に比べてどれくらい少ないか」を表していると理解してもよい．	
 

　したがって，熱伝導方程式を日本語で解釈すれば，「棒の各点の温度は，温度の空
間分布の曲率に比例した速さで上昇する．」となる．だから，時間の経過とともに温
度分布曲線は直線に近づき，直線になると変化しない（定常解）となることは容易に
理解できる．	
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・・・以上，表面力ベクトルや体積力ベクトルなどの力のベクトルと，Cauchy応力を
学んだ．Cauchy応力は他の応力の全ての基本である．	
 

　次は力の変数を離れ，運動の変数について見ることにする．	
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運動の記述	
 

	
 

・連続体の運動：変形しながら移動	
 

　連続体は物質点がぎっしりと詰まった状態で構成されている．連続体が運動するときには，
それら物質点は隣との連結状態を保ちながら移動する．そして，連続体が変形するのは，各物
質点の移動の仕方が少しずつ違うため・・・・と理解できる．	
 

・連続体の運動の記述	
 

　そのような連続体の運動を記述するには，各物質点の基準状態からの移動に注目するとわか
りやすい．すなわち：	
 

（１）時刻t=0での配置を基準配置として，物体を構成している物質点の全てに名前（ラベ
ル）を付ける．名前にはt=0におけるその点の位置座標を用いる．大文字ベクトルのXで表す．	
 

（２）運動に伴って各物質点の位置が時刻と共に変化する．その様子を，物質点Xと時刻tを指
定すると物質点の現在の位置ベクトルxが決まる関数として表す．	
 

　この元の位置ベクトルXと現在時刻の位置ベクトルxを対応させる関数により，変形しながら
移動する物体の運動が完全に記述できる．このベクトル値関数を文字通り「運動」（motion）
と呼ぶ．	
 「運動」は，物体の基準配置を定義域とするベクトル値関数であり，ベクトル場を
形成する．	
 

　このベクトル値関数では，現在時刻の位置ベクトルxの３つの各成分がその物質点のラベル
X（基準配置における位置ベクトル）の関数となっている．図は２次元の場合のイメージであ
る．現在時刻における位置ベクトルxの各成分は，基準配置座標の関数として図に示すような
曲面（超曲面）になっているとイメージすればよい．	
 

　物理的には基準配置の座標軸Xは物体の変形に伴って曲がっている．しかし，関数の定義域

として数学的に考える限りは，それが現実世界で変形していても関係ない．あくまでも基準配
置で設定した直交座標（変形しない初めの状態）を考えればよいことに注意する．念のため．	
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関数の物質表示と空間表示	


	


・関数の物質表示と空間表示	
 

　物体の運動に関係して現れる物理量は全てが物質点に付随している．したがって，
それらをf(X,t)のように，まずは物質点Xと時刻tの関数として表すのが直感的に理解
しやすい．しかし，何も物理量を表す関数だからといって，位置を示す変数が必ず物
質点Xでなければならない理由はない．物質点座標Xの代わりに物質点Xが占める空間
の位置xを用いて関数を表現してもいっこうに構わない．Xからxへの変数変換には運
動関数の逆関数を用いればよい．	
 

　物理量を表す関数を記述する際に，位置の変数として空間座標xを用いるならば
「ある時刻tにおいて物体が占める空間点xに物理量が存在・分布している」というイ
メージになる．	
 

　位置の変数に物質点座標Xを用いた表現を「物質表示」，空間座標を用いた表現を
「空間表示」という．場合に応じて使い分ければよい．	
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 運動（motion）	
 

	
 

運動（motion）は，物質点Xが時刻ｔにおいて占める空間の位置ベクトルxを，その物
質点に付随する量として物質表示した関数のことである．	
 

	
 

この割り切った見方を頭の隅に置いておくと，連続体力学における変形の記述（運動
学的記述）の見通しが良くなると思う．	
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変位ベクトルと変位勾配テンソル	


	


・ベクトル値関数「運動（motion）」だけでは変形は判らない	


　関数「運動」によって物体の運動は完全に記述される．しかしそれは各物質点の位置変化の
様子を記述しただけであり，物体の変形の様子についてはピンとこない．したがって，もっと
直接的に移動や変形を表す量を考えることにする．	


・変位ベクトル	


　各物質点が「どの方向にどのくらい移動したか」を見るために，現在の位置ベクトルxから
物質点のラベルのベクトルXを引き算する．物質点のラベルを再びベクトル量と見直すならば，
それは基準配置での位置ベクトルを表しているから，引き算の結果は基準配置からの移動量
（方向と大きさ）を表すベクトルになる．これを「変位ベクトル」という．変位ベクトルは物
体が占める空間領域を定義域とするベクトル場を形成する．変位ベクトルによって各物質点の
移動の様子がより直接的に判る．	


・変形勾配テンソル	


　しかし，変位ベクトルでは物体の変形の様子が今ひとつピンと来ない．変形には物質点の変
位そのものではなく，隣り合う物質点の間の変位の差が関係する．どんなに大きな変位が生じ
ようとも，全ての物質点が同じ変位ベクトルの分だけ移動するならば，物体は大きく移動した
だけでその形は変わらない．	


　そこで，変形の様子を表現するために，物質点X近傍における微小線素ベクトルdXの変化に
注目する．それには，物質点Xと物質点X+dXが現在時刻tにおいてどの位置にあるかを調べ，
その差のベクトルdxがどうなっているかを見ればよい．その様子は「Taylor展開における主要
部分」によって，図に示すような関係式で記述される．	


　この関係式 dx=FdX は，「元の微小線素ベクトルdXがFによって変形後の微小線素ベクトル
dxに移される」ことを表している．そして，Fはその定義式に見るとおり「運動」関数の基準
配置座標による偏微分であり，物体の「運動」関数から決まる量である．Fは，微小線素ベク
トルの変化を通して一点における変形の強さを表している量であり，次に示すように３×３正
方行列で表現される２階のテンソルである．このFを「変形勾配テンソル」という．	
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変形勾配テンソルの成分	


	


・行列による表現	
 

　微小線素ベクトルdX，dxの関係式を成分で表し，それを行列の形に表すと図中の
式になる．変形勾配テンソルの各成分は「運動」関数の各成分x1，x2，x3を，基準配
置座標X1，X2，X3それぞれで微分した９つの偏導関数である．	


　それら偏導関数は図に示すように運動関数の各成分の関数曲面における接平面の勾
配を表している．勾配がキツイ付近ほど変形は大きい．変形勾配テンソルはそれらを
行列の形に一つにまとめたテンソルである．変形の様子を表す丸ごとの量として捉え
ることが肝心．行列の中身は必要に応じて覗けばよい．	
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ベクトルの外積	
 

	
 

二つのベクトルに対して，それらが作る平行四辺形の面積の長さを持ち，二つのベク
トルに右ネジ方向で平行四辺形に垂直なベクトルを対応させる演算を外積という．外
積は内積のように交換可能な演算ではない．順番を入れ替えると負号がつく．ベクト
ルを右ネジ方向に立てるのだから，順番を入れ替えれば右ネジ方向が逆になるからで
ある．また，自分自身との外積は面積がゼロなのでゼロである．	
 

正規直交系の外積は時計回りの法則にしたがって式に示すようになる．ここで，この
関係を表すのに便利な置換記号を導入する．置換記号と総和規約を用いると，図中の
９個の式は一つの式で表すことが出来る．	
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二つのベクトルの外積を実際に行ってみる．ひだりは置換記号を用いて総和規約に
従って行った計算である．右は線形代数の教科書などに出ているが，あたかも行列式
のように計算する方法である．	
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スカラー三重積	
 

	
 

　応力テンソルをより深く知るために「固有値と固有ベクトル」に関する数学的知識
が有効な道具として機能した．それと同様，変形を扱うのに有効かつ不可欠な数学の
道具のひとつにスカラー三重積がある．	
 

・スカラー三重積	
 

　３つのベクトルが作る平行六面体の体積に正負の符号をつけたスカラー量を与える．
符号は，３つのベクトルが右手系を成しているときに正，左手系の時に負となる．　
スカラー三重積については図的イメージをきちんと理解しておくのがよい．まず，	
 
２つのベクトルの外積が，それらが作る平行四辺形の面積を長さにもち，それら２つ
のベクトルと右手系をなすベクトルを与える．そして，残りの３つめのベクトルとの
内積が平行四面体の体積となる．	
 

・重要な公式	
 

　	
 ２階テンソル（３×３行列）Aによって３つのベクトルa，b，cをベクトルAa，Ab，
Acに変換して，そのベクトル三重積をつくると，それは元のベクトルの三重積に行列
Aの行列式を乗じた値に等しい．これは非常に重要な公式である．	
 

	
 

	
 



正方行列の加算分解	
 

	
 

任意の正方行列は対称行列と反対称行列の和に分解される．	
 

反対称行列とは，転置すると負号がつく行列のことをいう．分解できることは例に示
すとおりである．	
 

	
 

24	





25	



二階テンソルの内積	
 

	
 

・内積	
 

「内積」とは，線形構造をもつある集合（線形空間）があるときに，その中の任意の
二つの要素に実数を対応させる演算で，線形性，可換性．正値性の三つの性質を有す
るものをいう．	
 

そのような性質を満たせば何でも「内積」として採用できる．そして，その採用した
内積を用いて要素の長さと二つの要素がなす角度が定義される．「内積」は長さと角
度が測る分度器のようのものである．内積をゼロにする二つの要素を「互いに直交す
る」という．内積が定義されて長さと角度が測れるようになった線形空間をユーク
リッド空間という．	
 

我々はそんな内積の中で，現実の問題に適用したときに色々と便利なものを使ってい
る．高校で習った3次元矢印ベクトルの内積は，それが教える「長さ」と「直交（直
角）」が我々の生活実感に調和している．	
 

・二階テンソルの内積	
 

二階のテンソルの内積は，「二つのテンソル積を構成しているベクトルの順番を守っ
てベクトルの内積を行って積を取る」と定義する．二階テンソルを要素とする線形空
間があって，その線形空間における二つの要素に実数を対応させる演算を上のように
定義すると，それは線形性，可換性．正値性の三つの性質を満たすので内積として用
いることができるということである．このような内積は無限通り考えることが出来る
が，上の内積を使うと生活実感に調和して全てがうまくいく．	
 

　正規直交基底の元で二つの二階テンソルA,Bの内積を計算してみると，対応する9つ
の成分同士の積和を取ることを意味する．それは，行列演算としては，一方を転置し
ておいて行列の積を計算してその対角項を足す（trace）ことに等しい．さらに，二
階テンソルの９つの成分を並べた9次元数ベクトル同士の内積であると理解すること
もできる．	
 



２階テンソルの内積に関する重要な事実	
 

	
 

対称行列と反対称行列の内積はゼロになる．すなわち，対称部分と反対称部分は，二
階テンソルについての内積がゼロになるという意味で「直交」している．したがって，
二階テンソルを対称部分と反対称部分の和に分解することを直交分解という．	
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反対称行列の対称行列との内積では，その対称部分だけが寄与	
 

	
 

対称行列と反対称行列の内積はゼロになる．したがって，対称行列との内積には対称
部分だけが関与することになる．	
 

	
 

連続体力学においてこのことに関連する重要事項としては，Cauchy応力テンソルが対
称だから，変位（速度）勾配テンソルなど，変形を表す運動学的テンソルとの内積を
行うと，それらの対称部分のみが内積（仕事）に寄与することになる．こうした数学
的事実に基づいて，微小変位論における仕事に関与する微小ひずみテンソルと関与し
ない微小回転テンソル，速度場の勾配の分解における変形速度テンソルとスピンテン
ソルが定義されている．	
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Cauchy応力と変位勾配テンソルの内積	
 

	
 

変位勾配テンソルの対称部分だけがCauchy応力テンソルとの内積，すなわち仕事に寄
与する．	
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Cauchy応力との内積（仕事）に寄与する対称部分を微少ひずみテンソル，仕事に無関
係な反対称部分を微小回転テンソルと呼ぶ．	
 

	
 

ついでにいうと，変位ベクトルの代わりに速度ベクトルを用いた速度勾配テンソルに
ついても同様にして，Cauchy応力テンソルとの内積（単位時間当たりの仕事）には，
その対称部分だけが寄与する．対称部分を変形速度テンソル，反対称部分をスピンテ
ンソルと呼ぶ．	
 

�
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極分解	
 

	
 

任意の正方行列は対称行列と直交行列の積に分解される．	
 

　分解の仕方は図中に式で示したとおり．直交行列とはそれ自身の転置行列が逆行列
になるような行列をいう．直交行列は長さを変えない回転を表す．	
 

　極分解は図中の式に見るとおりAから作られるL，Mなる対称行列が左右どちらかに
よって右極分解，左極分解と呼ばれている．	
 

	
 

　これらの分解についての一意性は線形代数の教科書に必ず出ているので参照された
し．	
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変形に伴う線要素，面積要素，体積要素の変化	
 

	


・線要素の変化	


　微小な線要素dXが変形によってdxに変化する様子は，変形勾配テンソルの定義式
に見たとおりである．	


・体積要素の変化	


　面積要素の変化を考える前に，体積要素の変化を考える方が理解しやすい．	


　変形前の状態で３つの線要素dX1，dX2，dX3が作る平行六面体を考える．その体積
は３つのベクトルの三重積で与えられる．変形後，これら３つの線要素ベクトルは
dx1=FdX1， dx2=FdX2， dx3=FdX3に移る．その変形後の体積は，先に学んだ公式から，
変形前の体積に変形勾配テンソルの行列式を乗じたものに等しい．変形勾配テンソル
の行列式をヤコビアンといいJで表す．	


・面積要素の変化	


　面積要素とは，面の単位法線ベクトルにその面積を係数として乗じたベクトルを指
す．	


　変形前に面積がdAで単位法線ベクトルNを持つ面積要素NdAがどのように変化する
かは，上述の体積要素の変化を手掛かりにして導くことができる．それには図に見る
とおり，線要素ベクトルの外積をあらためてdX1×dX2=NdAとして変形前の面積要素と
見ればよい．これにもう一つの微小線素ベクトルdX3が加わって作られる平行六面体
の体積をdV=[dX1,dX2,dX3]と表しておく．	


　変形後には面積要素はdx1×dx2=ndaに移り，平行六面体の体積はdv=[dx1,dx2,dx3]に変
わる．先に見たように体積要素は変形勾配テンソルのヤコビアンJを用いてdv=JdVと
結びつけられる．これに，線要素ベクトルの関係dx3=FdX3を代入して整理すると，図
中の３つめの四角で囲んだ面積要素の変化を与える式を得る．この式はNansonの式と
呼ばれている．	
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変形勾配テンソルFの極分解と２つの有限ひずみ	


	


・変形勾配テンソルFの極分解	
 

　FがF=RU=VRと左右に極分解できることは数学的な事実．大事なのはその解釈．	


　線要素dXはdx=FdXという関係で変化するが，それを与えている変形は，対称テン
ソルUによる形の変化（伸び・縮み，せん断など）とそれに続くRによる回転，また
は，Rによる回転に続くVによる形の変化の結果である．極分解によって，変形勾配
テンソルFが表現している変形状態は，伸び（縮み）やせん断といった純粋な形の変
化と剛体的な回転の２つの過程から成立していることが判る．	
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局所的な剛体回転を含まない変形の指標	


	
 

・剛体回転を含まない変形の指標	


　変形勾配テンソルFには局所的な剛体回転成分が含まれている．（それでも構わな
いのだが）できれば回転には関係しない指標も欲しい．それが「ひずみテンソル」で
ある．	


	


・微小線要素の長さの二乗の変化	


　微小線要素の長さの二乗に注目して新しい変形の指標を考えた．線要素の長さの二
乗は線要素ベクトル自身の内積で与えられる．	


　元の線要素の長さをdS，変形後の長さをdsとしてそれらの二乗の引き算を行う．す
ると，その差は図中の（１）の式に見るような元の線要素dXの二次形式か，あるい
は（２）の式に見るような変形後の線要素dxの二次形式で表すことができる．そして，
それら二次形式には，その点近傍での変形状態によって決まる２階のテンソル（行
列）が現れる．	
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２つの有限ひずみ（Greenのひずみ，Almansiのひずみ）	
 

	


・剛体的回転の寄与分を除いた変形の指標	


　微小線要素の長さの二乗の変化分（差）は，変形前の線要素を用いるか，変形後の
線要素を用いるか，という２通りの二次形式で表された．それら二次形式に現れる２
階のテンソル（行列）は１点での変形を表す変形勾配テンソルFによって与えられて
いる．しかも，調べてみると，図中の式にあるように，いずれにおいてもFの中に含
まれていた剛体回転Rが消えている．したがって，これらの２階テンソルは， 剛体的
な回転による寄与分を除き，純粋に変形だけを表す指標として用いることができる．	


　これら２階のテンソルに現れる項について，Uの二乗を「right Cauchy-Green 
tensor」，Vの二乗を「 left Cauchy-Green tensor 」と呼んでいる．	


・Greenのひずみ，Almansiのひずみ	


　変形前の線要素を用いた二次形式に現れる２階テンソルの半分をGreenのひずみテ
ンソル，変形後の線要素を用いた二次形式中の２階テンソルの半分をAlmansiのひず
みテンソルという．これらは変形勾配テンソルと同様，物体が占める領域上のテンソ
ル値関数（テンソル場）を形成する．	
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微小ひずみとの比較	


	


　有限ひずみといわれるものは，よく知られている微小ひずみと何が違うのか？それ
を理解するための例題をひとつ示す．	


	


・変位ベクトルによる表現	
 

　微小ひずみテンソルと比較するために変位ベクトルによって表現する．すると，図
中の式にみるように有限ひずみテンソルにおいて，	


（１）元の位置ベクトルXと現在の位置ベクトルxの違いを「変位が小さい」として
無視する．	


（２）変位の導関数の２次の項も「変形が小さい」として無視する．	


としたものが微小ひずみテンソルであることが良く判る．	


	


　では，この２つの単純化により，微小ひずみテンソルは変形指標としての表現能力
のいかなる部分を失っているか？	


　次の具体例を見よう．	
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（例）物体の剛体回転	


	


・問題の設定	


　初めにB0の位置にあった物体が反時計回りに90度回転したとする．位置は変わるが，
物体に変形は生じていない．	


	


・有限ひずみと微小ひずみ	


　この運動に対して変位ベクトルを計算し，有限ひずみテンソルと微小ひずみテンソ
ルを求めてみる．すると，有限ひずみはゼロとなって変形が生じていないことを教え
てくれるのに対し，微小ひずみテンソルでは存在しない変形（x,y方向の圧縮ひず
み）を評価してしまう．	


　この例が示すように，運動に剛体回転が含まれているときには，微小ひずみは正し
く変形を評価できない．	


	


	
 


