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熱変形制御を目的とする複合板のマルチスケールトポロジー最適化

Multiscale topology optimization for composite plates undergoing thermal displacement
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The present study proposes a multiscale topology optimization method of cross-section structures that

control the macroscopic thermal deformations of a thick composite plates. The proposed optimization

method is based on the two-scale composite plate model, in which thick plate theory is employed at macro-

scale, while three-dimensional solids are assumed for in-plane periodic microstructures (unit cells) whose

scale is comparable with the plate’s thickness. The process of the in-plane homogenization in a two-scale

analysis corresponds to numerical plate testings (NPTs) to compute the macroscopic plate stiffness of the

thick plate. In addition, the co-rotational formulation is employed to account for large displacement and ro-

tation of the macroscopic plate structure, whereas material models used in in-plane unit cells, are assumed to

be linearly elastic. The optimization problem that controls a nodal displacement of the macrostructure is se-

lected as numerical examples, and their solutions are provided to demonstrate the capability of the proposed

method.

Key Words: Multiscale topology optimization，Composite plates，Co-rotational formulation，In-plane

homogenization, Thermal deformation

1. 緒　言

複合材料の性能は，用いる構成材料の材料特性はも

ちろんのこと，それらの幾何形状や組み合わせ方に大

きく依存するため，求める性能に応じて適切なミクロ

構造の形状，材料配置を決定する必要がある．求めら

れる性能としては，高剛性化を図るなどして機械的な

特性を高めるものが多いが，近年では複数の機能を持

たせる多機能化の試みが広がっている [1–4]．その 1例

としてアクチュエータ機能があり，それらは外荷重の

みならず温度や電流などといった外界からの作用に対

して最適な変形を促すといったものである．

そのような複合材料は材料の組み合わせ方が多様で

ある一方，その加工技術の限界もあり，実験による設

計手法では最適形状を発見しにくいという課題が指摘

されている．そのため数値解析による構造設計に関す

る研究が数多くなされており，なかでも複雑な構造，
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材料配置が可能な自由度の高い設計手法であるトポ

ロジー最適化はこれまで多くの研究例が報告されてき

た [5–8]．トポロジー最適化の研究はマクロ構造の設計

のみならず，ミクロ構造をも設計対象とする均質化法

に基づくマルチスケールトポロジー最適化手法が報告

されるようになった [9–11]．しかし，これらの手法の多

くは，2次元あるいは 3次元連続体モデルとして定式化

され，ミクロ構造・マクロ構造ともにソリッド要素を用

いた有限要素解析を前提としている場合がほとんどで

あり，面内方向にしかミクロ構造が周期的に配置され

ない複合板への適用例は未だ報告されていない．この

理由として，Fig.1に示すように面内にのみ周期性を有

する複合板の場合，前述のマルチスケール解析が理論

的拠り所としている通常の均質化法の適用対象外であ

ることが挙げられる．このような板状構造物に対して

は，ミクロには 3次元固体力学理論，マクロには厚板理

論を適用したマルチスケール解析手法の定式化が必要

とされる．そのような背景のもと，Teradaら [12,13]は，

数学的均質化法のように板厚や面内周期性の代表寸法

をゼロにするような操作を行わず，ユニットセルを数

値供試体とみたてて数値試験的に均質化剛性を算出す

る，新しいマルチスケール解析手法を確立した．この
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Fig. 1 Composite plate with in-plane periodicity

手法により，板厚方向の材料の違いにより生じる，面外

せん断変形を含めた複雑な変形も再現可能となる．ま

たこの手法は分離型マルチスケール解析手法 [14]の一

つであるため，これをベースとする最適化手法 [15,16]

のアルゴリズムを採用することができる．

先述の複合板のマルチスケール解析 [13]は微小変位・

微小回転の理論の枠組みで定式化されている．しかし，

アクチュエータなどの多機能化を目的とした場合，大

変位・大回転を許容する幾何学的非線形解析への拡張

は必須である．このための運動方程式の記述法には，

トータル Lagrangian（TL），更新 Lagrangian（UL），そし

て共回転理論（co-rotational以後CR）がある．TL，ULを

用いた解析は，それぞれ変形前，変形後を基準につり

合い方程式を解く手法であり，非線形構造解析を行う

上で一般的な手法であるといえる．しかし，これらの

手法では有限変形理論に基づき非線形ひずみを用いて

定式化が行われているため，微小変形理論で定式化さ

れている複合板のマルチスケール解析への適用が非常

に困難である．一方，CRによる定式化は，物体の運動

を剛体運動と弾性変形による部分に区別して考える手

法であり，材料構成則については微小変形理論を用い

るため複合板のマルチスケール解析手法によって得ら

れた均質化板剛性をそのまま適用可能である．そのた

め，TL，UL と比較しても容易に複合板の有限変位マ

ルチスケール解析を行うことが可能である．また，共

回転理論による幾何学的非線形解析は，本解析で採用

した板・シェル構造解析への適用性について多くの報

告例 [17–19]があり，得られる解についても高い信頼性

を有していることが分かっている．

そこで，本研究では面内に周期的な非均質性を有す

る複合板を対象とし，大変位・大回転を伴うマクロ構

造の変形を制御するようなミクロ構造（面内ユニット

セル）のトポロジーを決定するマルチスケール最適化

計算手法の開発を目的とする．本手法では，複合板の

マルチスケール解析 [13]を採用して，面内ユニットセ

ルについては 3次元連続体としてモデル化してソリッ
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Fig. 2 Displacement field of thick plate theory

ド要素を用い，マクロ構造については厚板曲げ理論を

用いたフラットシェル要素 [20,21]を用いる．マクロ板

構造については，材料は微小変形であるが，大変位・

大回転問題を伴う問題にも対応できるように共回転理

論を採用する．最適化計算については，分離型のマル

チスケール最適化計算手法 [16]を用い，温度変化が与

えられたときにマクロ構造の節点変位を指定した方向

に最大化するような最適化問題を設定する．また，本

最適化計算では感度解析に基づく最適化アルゴリズム

を採用する．この際，感度については計算コストの面

から解析的感度の導出を行う．最後に本提案手法を用

いて得られた数値解析例を提示し，本手法の有用性を

示す．

2. 複合板のための面内均質化法

本章では，面内周期性を有する複合板を対象とした

マルチスケール解析手法について解説する．対応する

2変数境界値問題の設定に際して，マクロ構造には厚

板理論を，ミクロ構造（面内ユニットセル）について

は 3次元固体力学を適用し，マクロ構造解析を行うた

めの，面内ユニットセルを反映した均質化板剛性を定

義する．

まず，マクロ構造に対して厚板理論を採用すると，

マクロ座標系 x上に働くマクロ構造の変位場 uは Fig.2

を参照して以下のようになる．
u1(x1, x2, x3) = ū1(x1, x2) − x3ϕ1(x1, x2)

u2(x1, x2, x3) = ū2(x1, x2) − x3ϕ2(x1, x2)

u3(x1, x2) = ū3(x1, x2)

(1)

ここで，ūi は中心面上の変位であり，ϕi は断面の回転

角を表している．また，図中の N，M，Vはそれぞれ板

の断面に働く垂直合応力，曲げモーメント応力，面外

せん断合応力である．式 (1)より，マクロひずみ Eは以

下のように表すことができる．
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ここで，式中の Ẽはマクロ一般化ひずみであり，

Ẽ =
{
Ẽ1 Ẽ2 Ẽ3 Ẽ4 Ẽ5 Ẽ6 Ẽ7 Ẽ8

}T
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とおいた．これらの各マクロ一般化ひずみの変形図（マ

クロ変形モード）を Fig.3に示す．

次に，ミクロひずみ εは，次式のように表す．

ε = z̃Ẽ + ∂yu∗ (4)

ここで，∂yu∗(y)は非均質に起因するミクロ擾乱ひずみ，

z̃はマクロ一般化ひずみとミクロひずみを結びつける

行列であり，それぞれ次式のように定義した．

∂yu∗ =



∂

∂y1
0 0

0
∂

∂y2
0

0 0
∂

∂y3
∂

∂y2

∂

∂y1
0

0
∂

∂y3

∂

∂y2
∂

∂y3
0

∂

∂y1




u∗1
u∗2
u∗3

 (5)

z̃=



1 0 0 z3 0 0 0 0

0 1 0 0 z3 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 z3 0 0

0 0 0 0 0 −z1/2 1 0

0 0 0 0 0 −z2/2 0 1


(6)

ここで，u∗ は y1, y2, y3の関数であり，面内ユニットセル

内に周期的に分布するミクロ擾乱変位である．z̃の (5,6)

成分，(6, 6)成分に，−z1/2，−z2/2が付加されているが，

これらはユニットセルのマクロねじり変形を再現する

ために導入された成分である [12,13]．このとき yi と zi

という二つのミクロレベルの座標系を導入したが，yi

は均質化の過程で用いるものであり，zi は板曲げ理論

で用いる運動学的なパラメータである．また，マクロ

ひずみ Eとミクロひずみ εは次式で関係づけられてい

る [12]．

E =
1

l1l2h

∫ l1/2

−l1/2

∫ l2/2

−l2/2

∫ h/2

−h/2
εdy1dy2dy3

=
1

l1l2h

∫ l1/2

−l1/2

∫ l2/2

−l2/2

∫ h/2

−h/2

(
z̃|(z1, z2)→(y1,y2) Ẽ + ∂yu∗

)
dy1dy2dy3

= zẼ (7)

以上のマクロおよびミクロひずみの定義を用いると，

面内ユニットセルの支配方程式は次式のようになる．

∂T
yσ = 0

σ = C
(
ε − εth

)
ε = z̃Ẽ + ∂yu∗ = ∂yw

εth = α∆Tψ ; ψ =
{
1 1 1 0 0 0

}T

u∗ : In-plane Y-periodic

(8)

ここで，σ(y) はミクロ応力，wはミクロ変位，Cは構

成材料の弾性係数行列であり，これらはすべて y1, y2, y3

の関数である．また，εthはミクロ熱膨張ひずみであり，

その大きさは熱膨張係数 αと温度変化 ∆T の積で決定

される．この支配方程式は，マクロ一般化ひずみ Ẽを

データとして，未知の擾乱変位 u∗ について面内周期性

の拘束条件下で解くべき問題となっている．なお，こ

こでは簡単のために等方的な熱膨張変形を仮定してい

るが，異方性を想定しても一般性は失われない．

一方，マクロ一般化応力 M̃ は，次式で定義される．

M̃ =
∫ h/2

−h/2
zT|z3→y3

(
1

l1l2

∫ l1/2

−l1/2

∫ l2/2

−l2/2
σdy1dy2

)
dy3　

=

∫
zTΣ(z3)dz3 (9)

上式の Σはマクロ応力であり，次式のような面内方向

の平均化により定義される．

Σ(z3) =
1
A

∫ l1/2

−l1/2

∫ l2/2

−l2/2
σ(y1, y2, z3)dy1dy2 (10)

ここで，Aは面内方向の断面積 A = l1l2であり，V は面

内ユニットセルの体積である．また，ここで定義した z



は上記で定義した z̃と異なり，面内平均をとる仮定で

−z1/2,−z2/2の項が 0となっている [12,13]．すなわち，

z=



1 0 0 z3 0 0 0 0

0 1 0 0 z3 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 z3 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1


(11)

のように定義されている．式 (8)の第 2，3式を式 (9)に

代入すると，均質化板剛性を D̃として，次式のような

マクロ一般化応力 M̃ とマクロ一般化ひずみ Ẽ の関係

式を導出することができる．

M̃ = D̃
(
Ẽ − ∆T Ẽth

)
(12)

ここで，Ẽth は単位温度変化あたりに生じるマクロ一

般化熱ひずみであり，面内ユニットセルのトポロジー

に応じて決定されるものである．均質化板剛性とマク

ロ一般化熱ひずみは，等方性材料の仮定を用いて扱わ

れることが多いが，本研究では次式のように定義する

ことで，完全異方的な挙動を許容するものとする．

D̃ =


A B K

BT D L

KT LT H



=



A11 A12 A31 B11 B12 B13 K11 K12

A12 A22 A23 B21 B22 B23 K21 K22

A31 A23 A33 B31 B32 B33 K31 K32

B11 B21 B31 D11 D12 D31 L11 L12

B12 B22 B32 D12 D22 D23 L21 L22

B13 B23 B33 D31 D23 D33 L31 L32

K11 K21 K31 L11 L21 L31 H11 H12

K12 K22 K32 L12 L22 L32 H12 H22


(13)

Ẽth =
{
Ẽth

1 Ẽth
2 Ẽth

3 Ẽth
4 Ẽth

5 Ẽth
6 Ẽth

7 Ẽth
8

}T
(14)

また，本研究では熱伝導解析は行わず常に一様温度を

与えることとし，式 (8)の第 4式で用いた温度変化 ∆T

をそのままマクロ構造にも適用する．なお，式 (12)は

マクロ一般化熱応力 M̃ thを用いて次式のように表すこ

とができる．

M̃ = D̃Ẽ − ∆T M̃ th (15)

ここで，マクロ一般化熱応力は，M̃ th = D̃Ẽth と定義し

た．なおこの構成関係は，マクロ材料特性を定義する

ことなく，マクロ変形特性の異方性や面内および面外

変形の連成作用を表現していることに注意されたい．

本研究では，面内ユニットセルに数値平板試験 [12,13]

を行うことにより，均質化板剛性 D̃，並びにマクロ一

般化熱応力 M̃ th を算出する．詳しくは付録 A，あるい

は文献 [12,13]を参照されたい．．
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3. 共回転理論に基づくマクロ構造解析
手法

本章では，マクロ構造に対して大変位・大回転問題

を取り扱うための，Felippaら [18]が提案した共回転理

論と，第 2章で導出した均質化板剛性と一般化熱応力

の適用法について解説する．共回転理論は第 1章で触

れたように，物体の全運動を剛体運動と弾性変形と分

けて考え，弾性変形による変位，回転量を用いてひず

み，応力を計算し，つり合い条件を満たす手法である．

そのため，各物理量について，全運動による値と，剛

体運動にのみ，あるいは弾性変形にのみ依存する値と

の関係を把握することが必要となる．そこで以下では，

まず Felippaら [18]の方法に倣い，全運動を剛体運動と

弾性変形に分解するため配置と座標系を設定し，物理

量同士の関係を示す．次に，均質化板剛性を用いて内

力ベクトルを導出する方法について述べる．なお，本

研究の定式化では直交座標系を採用する．

3.1 配置と座標系の設定 共回転理論では変形

を記述する際に，初期配置（initial configuration），共回

転配置（co-rotaitonal configuration），現在配置（deformed

configuration）の 3つの配置を定義する（Fig.4）．初期配

置は運動する前の配置であり，現在配置は運動後の配

置である．共回転配置は，これら二つの中間に位置し，

全運動のうち剛体運動のみ生じさせた仮想的な配置で

ある．共回転配置から現在配置までの変動が弾性変形

により生じたものと認識することができる．また，全

体座標系のほかに，初期配置，共回転配置についてそ

れぞれ局所座標系を設ける（Fig.4）．これらの局所座標

系を設定し，共回転配置と現在配置を同じ局所座標系

で議論することで，物体の全運動から剛体運動による

影響を取り除くことができる．

各座標系の設定の仕方はさまざまであり，要素形状

によっても変化するが [22]，ここでは本研究で採用し

た 3節点 3角形要素に限定し議論を進めることにする.

初期配置における局所座標系（以降，初期座標系）の

原点を C0，またその座標値を x0
C0 とし，各初期座標軸



の基底ベクトルを e0
1，e0

2，e0
3 とする．まず，原点 C0 を

各有限要素の重心に設定し，一つ目の基底 e0
1を有限要

素の任意の 1辺と平行になるように設定する．次に要

素の面に対して垂直になるよう e0
3を設定し，最後の e0

2

については既に定義した 2軸と垂直に交わるよう定義

すれば，すべての座標軸が得られる．これらを数式で

表すと次式のようになる

x0
C0 =

1
3

3∑
a=1

x0
a (16)

e0
1 =

x0
21

∥x0
21∥
, e0

3 =
x0

21 × x0
31

∥x0
21 × x0

31∥
, e0

2 = e0
3 × e0

1 (17)

ここで，x0
21 = x0

2 − x0
1 であり，x0

a，(a = 1，2，3)は，各節

点の全体座標系における座標値であり，aは各要素ご

とに設定される要素番号である（Fig.4中の 1, 2, 3に該

当）．また，全体座標系から初期座標系への回転行列

T0は

T0 = [e0
1 e0

2 e0
3]

T (18)

のようになる．共回転配置における局所座標系（以後，

共回転座標系）については，変形後の各節点座標値

xa = x0
a+ ua，(a = 1，2，3)を用いて，同様の手順で原点C

とその座標値 xC，各座標軸 e1，e2，e3 ならびに，回転

行列 T を設定する．

最後に本章で用いる各変数の表記法についてまとめ

ておく．各座標系に関する変数（例として xを取り上

げる）について，xのように上線をつけたものは局所

座標系での値であり，上線のついていないものは全体

座標系の値である．また，変数につける上付き文字に

は，0，R，eの 3つがあり，x0は変形前の変数を，xRは

剛体運動（局所座標系の回転）のみの影響を考慮した

変数を，xeは弾性変形のみの影響を考慮した変数を表

している．これらに対して特に上付き文字のない xは，

全運動後の変数を表している．ここで，局所座標系に

は 2種類設定したが，x0は初期座標系，x，xR，xeは共

回転座標系により表した変数である．さらに，本章で

はマクロスケールに絞って議論を展開するため，2章

で定義したミクロ座標系 y，zは用いない．なお，変位

場については第 2章で用いたミクロ変位場 uと同じ表

記を用いているが，ここでの uはマクロ変位場である

ことに注意されたい．

3.2 各配置の自由度と各変数の変分 本節では，

各配置にて定義される節点変位と回転について説明し，

それらの変分をとることで各変数の微小増分量の関係

式を示す．具体的には，全体座標系で定義される全節

点変位，回転と，共回転座標系で定義される弾性変形

のみにより生じる全節点変位，回転との関係を示すこ

とを目標とする．まず，全体座標系における弾性変形

に起因する変位 ueの定義を記す．

ue
a = xa − xR

a =
(
ua + x0

a

)
−

(
x0

C0 + uC + xR
aC

)
(19)

また，変位 ue
aを図示したものをFig.5に示す．ここで，uC

x

a

a

0
C

C

y

z

C
u

au

0
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0

0

C
x
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e
au

   Initial 
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   Co-rotational   
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Deformed

   configuration

Global 

   coordinate system

Fig. 5 Illustration of elastic displacementue

はC0からCまでの変位を表しており，また xR
aC = xR

a −xC

である．上式は全運動後の節点座標 xaから，剛体運動

の影響のみを受ける節点座標 xR
a を差し引くことで，弾

性変形による変位を導出している．共回転座標系にお

ける弾性変形変位 ue
aは，次式のようになる．

ue
a = Tue

a = T
(
ua + x0

a − x0
C0 − uC

)
− x0

aC0 (20)

ここで，上式の右辺第 2項は，局所座標系における座

標値は剛体回転によって変化しないことを表す次式を

用いて導出した．

x0
aC0 = xR

aC0 (21)

次に回転自由度についての関係を示す．まず，各節

点 aごとに定義される全回転行列 Ra と共回転座標系

における弾性変形に起因する回転行列 Re
a との関係を

次式のように表す．

Re
a = RaR0T

(22)

上式は，全回転行列 Ra から剛体回転による回転行列

R0 の逆行列を乗ずることで弾性変形による回転行列

を導出している．共回転座標系では次式のように表さ

れる．

R
e

a = TRe
aT

T = TRaT0T
(23)

ここの式展開では式 (22)と，3.1節で定義した T0 と T

の関係を表す次式を用いて導出した．

T = T0R0T
(24)

一方，回転自由度をベクトル表記にするために，回

転行列 Rについて以下の擬ベクトルを用いる．

θ =
θ

2 sinθ
N (25)

N = {R(3,2) − R(2,3) R(1,3) − R(3,1) R(2,1) − R(1,2)} (26)

θ = ∥N∥ (27)

上記の (3,2)などの数字は行列の成分を表している。

これを R
e

a にも適用させることで，弾性変形による回

転行列の擬ベクトル θ
e

aを導出することができる．

本研究では，3次元の有限回転問題も解析対象とな

るため，回転自由度の更新の際には回転擬ベクトルを

加算的に用いることはできない．そこで，3次元微小



増分回転ベクトル δωe
aを用いることで次式のように回

転行列を更新する [17]．

Ra，new = R(δωe
a)Ra，old (28)

R(δωe
a) = I +

sin(δωe
a)

δωe
a

spin(δωe
a)

+
1
2

[
sin(δωe

a/2)
δωe

a

spin(δωe
a)

2

]
(29)

δωe
a = ∥δωe

a∥ (30)

ここで，この 3次元微小増分回転ベクトル δωe
aは，回転

行列の擬ベクトルの増分 δθと次式の関係にある [17,21]．

δθ
e

a = Ha(θ
e

a)δω
e
a (31)

Ha(θ
e

a) = I − 1
2

spin(θ
e

a) + ηspin(θ
e

a)
2 (32)

ここで，上式の ηは次式のように求める．

η =
1− 1

2θ
e
a cot 1

2θ
e
a

θ
e
a

2
≃ 1

12
+

1
720
θ

e
a

2
(33)

θ
e
a =

∥∥∥∥θe

a

∥∥∥∥ (34)

また，spin(a)は，あるベクトル a = {a1,a2，a3}に対して
次のような成分を有する行列である．

spin(a) =


0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0

 (35)

最後に，共回転座標系における弾性変形に関する

変位・回転自由度を含む一般化変位ベクトル微小増分

δpe
= {δue, δωe} と全体座標系の全一般化変位ベクトル

微小増分 δd = {δu, δθ}は，

δpe
a = Λδd (36)

のように表すことができる．この行列 Λについては付

録 B.1を参照されたい．

3.3 均質化板剛性を用いた内力ベクトルの設定 本

研究で対象とする材料には，局所座標系において微小

ひずみ理論の枠組みで線形弾性体を仮定する．このと

き，3.1節で各要素ごとに設定した共回転座標系を面内

ユニットセルの支配方程式の記述に用いると，一般に

面内周期性の定義との不整合を生じる（Fig.6）．そのた

め，Fig.6に示すように，運動前のマクロ構造要素につ

いて初期座標系のほかに面内周期性と整合し，均質化

板剛性を適用できるような座標系（初期ユニットセル

座標系）を設定する．この初期ユニットセル座標系の

座標軸 ẽ0
1，̃e

0
2，̃e

0
3，およびその回転行列 T̃0 = [ẽ0

1 ẽ0
2 ẽ0

3]
T は，

マクロ構造の初期形状を平板として扱う場合には全体

座標系の原点を C0 に水平移動させた座標軸を採用す

ることで上記条件を満たすことができる．この初期ユ

ニットセル座標系を剛体回転させた座標系（ユニット

セル座標系）への回転行列 T̃ = [ẽ1 ẽ2 ẽ3]
T は式 (24)と同

様に次式で定義される．

T̃ = T̃0R0T
(37)

Initial coordinate system

 (example for NOT fulfilling in-plane periodicity)

Initial unit cell coordinate system

   (example for fulfilling in-plane periodicity)

In-plane unit cell

Macrostructure

1y

2y

3y

Macrostructure

Fig. 6 Setting for unit cell coordinate system

また，共回転座標系における独立変数 xと，ユニット

セル座標系における独立変数 x̃の関係は，変位に依存

しない回転行列 R̃0 を用いて次式のように表すことが

できる．

x̃ = R̃0x (38)

R̃0 = T̃0T0T
(39)

次に，ユニットセル座標系にて内力ベクトルは次式

のように計算される．

f̃ = k̃ p̃e − f̃ th (40)

この式中の要素剛性行列 k̃は均質化板剛性 D̃を用いて，

k̃ =
∫

B̃T D̃B̃dΩele (41)

と表される．ここで，B̃は，ユニットセル座標系におけ

る弾性変形に起因する変位・回転自由度 p̃eとマクロ一

般化ひずみ Ẽ を結びつける変換行列であり，Ẽ = B̃ p̃e

となる．また，Ωeleは各マクロ構造要素の全領域を指

している．加えて式 (40)の f̃ thは，マクロ一般化熱応力

を用いて次式のように定義した．

f̃ th =

∫
B̃T M̃ thdΩele (42)

さらに，式 (40)は次式のように共回転座標系における

内力ベクトルに書き換えることができる．

f = R̃(6)
T f̃ = R̃(6)

T k̃R̃(6) p
e − R̃(6)

T f̃ th

= kpe − f
th

(43)

ここで，pe
= {ue, θ

e}は共回転座標系における弾性変形
に起因する変位・回転自由度であり，前節で導出した．

また，R̃(6) = diag
[
R̃0 R̃0 R̃0 R̃0 R̃0 R̃0

]
と定義している．最

後に，kは次式のように定義した．

k =
∫

R̃(6)
T B̃T D̃B̃R̃(6)dΩele =

∫
B

T
D̃BdΩele (44)

ここで，B = B̃R̃(6)である．

上記の共回転座標系での内力ベクトルを全体座標系

で表すために，次の関係式を用いる．

δdT f = δpeT f (45)



この式は，全体座標系の仮想仕事と共回転座標系の仮

想仕事が等しいことを示している．式 (36)より，上式

の右辺を展開すると，

δpeT f = δdTΛT f (46)

となり，

f = ΛT f (47)

なる関係式が導かれる．

最後に，この内力ベクトルについて変分をとると，

次式のようになる．

δ f = kTδd (48)

本式中の要素ごとに定義される接線剛性行列 kT につ

いては付録 B.2を参照されたい。

4. マルチスケールトポロジー最適化

本章では，最適化計算における設計変数の設定とそ

の設計変数を用いて表される面内ユニットセルの有効

弾性係数について説明した後，変位量制御問題におけ

る目的関数と制約条件式を設定する．また，本研究で

は感度解析に基づく最適化アルゴリズムを適用するた

め，各目的関数についての解析的感度を導出し，その

検証を行う．

4.1 設計変数および有効弾性係数の設定 設計領

域となる面内ユニットセルは 2種数の線形弾性材料か

らなる複合構造とし，その有限要素モデルの各要素に

おけるどちらか一つの材料の体積分率を設計変数とす

る．この設計変数を 0 ≤ si ≤ 1の範囲で変化させるこ

とで，面内ユニットセルの材料配置を決定することに

する．

熱変形を考慮する場合は，ヤング率だけでなく熱膨

張係数も設計変数に依存する．本研究では，熱膨張係

数 αとヤング率 Eを乗じた熱応力係数 β (= αE) [23]を

導入し，この係数について設計変数を用いて内挿する．

まず式 (8)第 2式で与えたミクロ応力の式について次

式のように展開する．

σ = C
(
ε − εth

)
= Cε − Cεth

= ECε − βC∆Tψ (49)

ここで，Cは弾性係数行列のヤング率に依存しない項

である．この熱応力係数は，設計変数 si を用いてRAMP

法 [23,24]により次式のように内挿する。

E(si) =

(
1− si

1+ qE(1− si)

)
E1 +

(
si

1+ qE(1− si)

)
E2 (50)

β(si) =

(
1− si

1+ qβ(1− si)

)
β1 +

(
si

1+ qβ(1− si)

)
β2 (51)

詳細については文献 [23]を参照されたい．

4.2 変位量制御問題の設定 温度変化が生じたと

きのマクロの変形を制御するために，指定した節点の

変位量最大化問題を考える．指定する節点番号を kと

したときの，目的関数，制約条件を以下のように設定

する．

min f (si) = fkUk (52)

subject toh(si) =

(∫
V

sidV − V0

)2

− δ0 < 0 (53)

ここで，Ukは指定した節点自由度の箇所だけ値を持つ

仮想荷重ベクトル Fv と各要素ごとに設定される非ゼ

ロの仮想荷重係数 f v
k を用いて以下のように表す．

f v
k Uk = FvTU (54)

Fv = ( f v
1 , f

v
2 , · · · , f v

k , f
v
k+1, · · · )T = (0,0, · · · , f v

k ,0, · · · )T (55)

U = (U1,U2, · · · ,Uk,Uk+1, · · · )T (56)

上記の仮想荷重ベクトル Fvと節点変位ベクトルUの内

積をとることで，任意節点の変位量のみを抽出するこ

とができる．また，指定する節点は複数選ぶこともで

き，その場合には節点に応じて荷重係数の絶対値の値

を分布させることも可能であるが，本解析では f v
k = 1

に固定する．最後に，制約条件式 (53)は，ある微小値 δ0
を用いて，体積一定条件と等価な不等式制約条件式を

与えている．ここで，Vは面内ユニットセルの全体積，

V0は初期の面内ユニットセルの phase-2の体積である．

次に，目的関数の解析的感度を随伴法を用いて導出す

るために，つり合い点の残差ベクトル r = Fext− F int = 0

と随伴ベクトル λを用いて，随伴関数を次式のように

おく．

f ∗(si) = FvTd− λT r (57)

ここで，F int は全体内力ベクトルであり，式 (47)で定義

した f を全マクロ構造要素についてアセンブリするこ

とで得られる．また，Fextは全体外力ベクトルである．

式 (57)の設計変数 si についての導関数は次式のよう

になる．

∂ f ∗(si)
∂si

=
dFvT

dsi
U + FvT ∂U

∂si
− λT dr

dsi

= FvT ∂U
∂si
− λT

(
∂r
∂U
∂U
∂si
+
∂r
∂si

)
=

(
FvT − λTKT

) ∂U
∂si
− λT ∂r
∂si

(58)

ここで，KT は式 (48)，(123)で定義した要素ごとの接線

剛性行列を全体系にアセンブリしたものである．また，

随伴ベクトル λは任意であるため，下記の関係を満た

すように設定する．

Fv = KTλ (59)

そして，最終的に式 (58)は次式のようになる．

∂ f ∗(si)
∂si

= −λT ∂r
∂si

(60)

ここで，
∂r
∂si
のうち，設計変数 si に陽的に依存する項

は対応する要素の均質化板剛性とマクロ一般化熱応力



のみであるため，式 (43)と式 (47)を用いて次式のよう

に導出される．

∂r
∂si
=
∂F int

∂si
=

∫
∂ f
∂si

dΩ

=

∫
ΛTB

T
(
∂D̃
∂si

Bpe − ∂M̃
th

∂si

)
dΩ (61)

上式の Λ は，付録 B の式 (109)で定義される行列であ

る．また，peは前章で定義した局所座標系における弾

性変形に起因する変位と回転の自由度である．

最後に，Katoら [16]の文献を参考にこの式中の均質

化板剛性の解析的感度を導出する．α 成分あるいは β

成分にだけ 1で，他の成分が 0であるような単位マク

ロ一般化ひずみ Ẽ(α)，Ẽ(β)を用いて，D̃の（α, β）成分を

次式のように表す．

D̃α,β(si) =
(
Ẽ(α)

)T
D̃Ẽ(β) =

1
A

(
Ẽ(α)

)T
∫

V
zTσ(β)dV

=
1
A

∫
V
(ε(α) − ∂yu∗)Tσ(β)dV =

1
A

∫
V
ε(α)TCε(β)dV

(62)

上式の式展開では，面内ユニットセルの支配方程式 (8)

の第 3 式を用いている．また，第 3 等式から第 4 等

式までの式展開では，式 (8)の第 1式とミクロ表面上

（Fig.16中の ∂Y[1]，∂Y[2]）の応力ベクトルの反対称性よ

り，
∫

V
∂yu∗

Tσ(β)dV = 0なる関係が得られることから導

出した．式 (62)の ε(α)，ε(β) はそれぞれ，ユニットセル

に対し，∆T = 0下で上記単位マクロ一般化ひずみ E(α)

，E(β) を与えて数値平板試験を行うことにより求めら

れるミクロひずみである．上の関係式より，∂D̃(si)/∂si

の（α, β）成分は次式のようになる．

∂D̃α,β(si)

∂si
=

1
A

∫
V
ε(α)T ∂C

∂si
ε(β)dV

+
1
A

∫
V

∂ε(α)

∂si

T

Cε(β)dV +
1
A

∫
V
ε(α)TC

∂ε(β)

∂si
dV

=
1
A

∫
V
ε(α)T ∂C

∂si
ε(β)dV (63)

上式の式展開では，
∂ε

∂si
が面内周期境界条件を満たす

ことから，式 (62)と同様の操作で導出した．最終的に，

有効弾性係数に関する式 (49)を用いて，D̃の si に関す

る感度の陽的表現は次式のようになる．

∂D̃α,β(si)

∂si
=

1
A

∫
V
ε(α)T ∂E

∂si
Cε(β)dV (64)

次に，一般化熱応力の解析的感度を導出する．まず，

M̃ の α成分は，上述の単位マクロ一般化ひずみ Ẽ(α) を

用いて，次式のように表すことができる．

M̃α(si) =
(
Ẽ(α)

)T
M̃

=
1
A

∫
V
ε(α)TC

(
ε(th) − εth

)
dV (65)

ここで，ε(th)は一般化熱応力を算定する数値平板試験に

より生じるミクロひずみであり，熱膨張ひずみ εthとは

Table 1 Material parameter for sensitivity analysis

Young’s modulusE Thermal expansion

[N/mm2] coefficientα[1/℃]

phase-1 1.0× 104 1.0× 10−4

phase-2 1.0× 105 5.0× 10−6

Clumped

3x

2x

1x

T∆ =　　
Uniform temprature 

change : 

30 mm

10 mm

Design variable = 0.5 + a

Design variable = 0.5 - a

5

41

77

149

185

113

Controll node for optimization

　: maximization of  distplament

                 in the      direction 　3x

1 mm
Thickness : 

1y

2y

3y

Macrosructure

In-plane unit cell
(a = 0.5 → phase-2)

(a = 0.5 → phase-1)

Fig. 7 Finite element mesh of macroscopic plate and in-

plane unit cell for verification of sensitivity analysis

異なることに注意されたい．上の関係式より，∂M̃(si)/∂si

の α成分は以下のようになる．

∂M̃α(si)
∂si

=
1
A

∫
V
ε(α)T

(
∂E
∂si

Cε(th) − ∂β
∂si

Cψ
)
dV (66)

最後に，制約条件式についての感度は次式のように

なる．

∂h(si)
∂si

= 2(V − V0) vi (67)

ここで，vi は面内ユニットセルの各有限要素の体積で

ある．

4.3 感度解析の精度検証 本節では，導出した均

質化板剛性と一般化熱応力ならびに目的関数の解析的

感度について，計算コストは大きいが信頼性の高い数

値微分（有限差分）により得た結果と比較することで

検証する．

4.3.1 数値微分と誤差の定義 数値微分による目

的関数と均質化板剛性の感度を，次の前進差分近似で

定義する．

∆D̃α,β
∆si

=
D̃α,β(si + ∆si) − D̃α,β(si)

∆si
(68)

∆M̃th
α,β

∆si
=

M̃th
α,β(si + ∆si) − M̃th

α,β(si)

∆si
(69)

∆ f
∆si
=

f (si + ∆si) − f (si)
∆si

(70)



Table 2 Accuracy of sensitivities for homogenized plate

stiffness

D̃α,β ∆D̃/∆si ∂D̃/∂si Error(%)

A1,1 [N/mm] 1.271887× 103 1.271886× 103 9.42× 10−7

A1,2 [N/mm] 3.815681× 102 3.815653× 102 7.35× 10−6

A2,2 [N/mm] 1.271887× 103 1.271883× 103 3.16× 10−6

A3,3 [N/mm] 4.451594× 102 4.451601× 102 1.74× 10−6

B1,1 [N] 5.299526× 102 5.299542× 102 2.94× 10−6

B1,2 [N] 1.589867× 102 1.589855× 102 7.21× 10−6

B2,2 [N] 5.299526× 102 5.299474× 102 9.89× 10−6

B3,3 [N] 1.854830× 102 1.854834× 102 2.12× 10−6

D1,1 [N·mm] 2.254513× 102 2.254506× 102 2.94× 10−5

D1,2 [N·mm] 6.779083× 101 6.778963× 101 1.77× 10−5

D2,2 [N·mm] 2.254513× 102 2.254483× 102 1.32× 10−5

D3,3 [N·mm] 7.831502× 101 7.831504× 101 3.51× 10−7

H1,1 [N/mm] 7.208071× 100 7.207928× 100 1.99× 10−5

H2,2 [N/mm] 7.208071× 100 7.208195× 100 1.72× 10−5

Table 3 Accuracy of sensitivities for generalized ther-

mal stress
∆M̃ th/∆si ∂M̃ th/∂si Error(%)

(×103) (×103)

M̃th
1 [N/mm] −3.306898 −3.306898 4.24× 10−6

M̃th
2 [N/mm] −3.306898 −3.306903 1.45× 10−4

M̃th
4 [N] −1.377873 −1.377874 1.24× 10−5

M̃th
5 [N] −1.377873 −1.377873 2.98× 10−5

ここで，∆si は設計変数の有限微小増分量であり，∆si =

1.0× 10−7を与える．また，検証結果を記載した表中の

各成分ごとの Errorは次式のように算出した．

Error(%)=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂D̃α,β/∂si − ∆D̃α,β/∆si

∆D̃α,β/∆si

∣∣∣∣∣∣∣∣ × 100 (71)

Error(%)=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂M̃th

α /∂si − ∆M̃th
α /∆si

∆M̃th
α /∆si

∣∣∣∣∣∣∣∣ × 100 (72)

4.3.2 均質化板剛性と一般化熱応力の感度検証解

析

まず，均質化板剛性の感度の検証に用いた材料パラ

メータを Table1に示す．Table1には載せなかったが，ポ

アソン比，体積分率は両材料とも 0.3，50%で固定してい

る．次に，感度解析の検証に用いたマクロ構造，面内ユ

ニットセルを Fig.7に示す．このマクロ構造の矩形面の 1

辺を完全拘束し，構造全体に一様に温度変化 ∆T = 100

℃を与える条件下で端部の変位量を最大化させる問題

を考える．また，Fig.7中の aを 0 < a < 0.5の範囲で変

化させ設計変数を板厚方向に分布させることで，温度

変化による曲げ変形を生じさせることができる．なお，

本節では Fig.7中の設計変数に関するパラメータ aを

Table 4 Accuracy of sensitivities for objective function

(a = 0.4)

要素 i ∆ f /∆si ∂ f /∂si Error(%)

5 −8.48639× 10−4 −8.48851× 10−4 2.50× 10−2

41 −7.35233× 10−3 −7.36093× 10−3 1.17× 10−1

77 1.99233× 10−2 1.99582× 10−2 1.75× 10−1

113 7.24062× 10−3 7.25253× 10−3 1.64× 10−1

149 1.38430× 10−2 1.38657× 10−2 1.64× 10−1

185 2.20563× 10−2 2.20923× 10−2 1.63× 10−1

Table 5 Accuracy of sensitivities for objective function

(a = 0.1)

要素 i ∆ f /∆si ∂ f /∂si Error(%)

5 −7.43079× 10−2 −7.43158× 10−2 1.07× 10−2

41 −4.58655× 10−2 −4.58704× 10−2 1.06× 10−2

77 −9.87628× 10−3 −9.87715× 10−3 8.79× 10−3

113 2.09744× 10−2 2.09766× 10−2 1.06× 10−2

149 5.19739× 10−2 5.19795× 10−2 1.09× 10−2

185 8.69186× 10−2 8.69282× 10−2 1.10× 10−2

a = 0.4として 1ケースのみ解析を行った．

均質化板剛性の検証の結果を Table2に，マクロ一般

化熱応力の検証の結果を Table3に示す．誤差はいずれ

の成分も 10−3%以下に抑えられており，高い精度で感

度が得られることが確認できる．

4.3.3 目的関数の感度検証解析 次に，前項の感

度の検証に用いた解析条件を用いて，目的関数の感

度について検証する．ここでの幾何学的非線形解析で

は，変位量の大きさに応じて感度の精度が変化するこ

とが考えられるため，Fig.7中の aを a = 0.4と a = 0.1

の 2ケースについて検討した．これらの荷重を用いた

ときのマクロ構造の x3 方向最大変位量は，それぞれ

u3max = −4.43mm，u3max = −1.33mmとなり，異なる変位

量を与えている．面内ユニットセルのメッシュ図およ

び，感度の検証を行う要素箇所と要素番号は Fig.7に示

したものを用いている．

各荷重パラメータに対して得られた感度の値を Ta-

ble4，Table5にそれぞれ示す．変位量が大きくなるにつ

れて誤差が大きくなる結果が得られているが，最大で

も 10−1%の誤差に抑えられることが確認できる．

5. 最適化計算例

本章では，2例の数値解析例を通して本提案手法の

妥当性を検証する．数値解析で用いる面内ユニットセ

ル内の構成材料（phase1と phase2）について，以下の組

み合わせ方の異なる 3パターンを考える．

• 熱膨張係数のみ異なるパターン (A)

• ヤング率のみ異なるパターン (B)



Table 6 Material parameters for material pattern(A)

Young’s modulus Thermal expansion coefficient Thermal stress coefficient

E [N/mm2] α[1/℃] β [N/(mm2 ·℃)]

phase-1 1.0× 104 5.0× 10−5 5.0× 10−1

phase-2 1.0× 104 1.0× 10−5 1.0× 10−1

Table 7 Material parameters for material pattern(B)

Young’s modulus Thermal expansion coefficient Thermal stress coefficient

E [N/mm2] α[1/℃] β [N/(mm2 ·℃)]

phase-1 1.0× 104 5.0× 10−5 5.0× 10−1

phase-2 1.0× 105 5.0× 10−5 5.0× 100

Table 8 Material parameters for material pattern(C)

Young’s modulus Thermal expansion coefficient Thermal stress coefficient

E [N/mm2] α[1/℃] β [N/(mm2 ·℃)]

phase-1 1.0× 104 5.0× 10−5 5.0× 10−1

phase-2 1.0× 105 1.0× 10−5 1.0× 100
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Macrosructure

T∆ =　　
Uniform temprature 

change : 

In-plane unit cell

Thickness : 

Controll node for optimization

　: maximization of  distplament

                 in the      direction 　3x

Fig. 8 Case1: Macroscopic plate with in-plane unit cell

for numerical example

• 両パラメータとも異なるパターン (C)

各組み合わせパターンで与えた材料パラメータは Ta-

ble6，Table7，Table8に示すように設定する．これらの

材料パターンを用いて解析し，結果を比較することで

各材料パラメータが最適構造に及ぼす影響を考察する．

なお，本研究では目的関数の感度に対してチェッカボー

ドパターンを防ぐため，文献 [25]に準じたフィルター

を適用した．また，最適化アルゴリズムにはMMA [26]

を用いた．

5.1 Case1 -端部の変位量最大化問題 ここでは，

2.7

0.0

3x

2x

1x

3x

Maximum displacement  

     in the      direction 

Undeformed

Deformed

Fig. 9 Case1: Deformation of macroscopic plate re-

flecting optimal topology of in-plane unit cell

マクロの矩形形状の片辺を固定し，片辺の変位量を最

大にする問題を考える．最適化制御点を記したマクロ

構造の有限要素メッシュと境界条件ならびに面内ユニッ

トセルの有限要素メッシュを Fig.8に示す．

本最適化問題の結果として，最適化後の面内ユニッ

トセルを反映したマクロ構造の変形図を Fig.9に，得

られた面内ユニットセルのトポロジーを Fig.10に示す．

また，x1軸方向垂直ひずみ（あるいは膨張ひずみ）Ẽ1

と x2 軸周りの曲げモーメント応力 M̃4 とのカップリン

グ剛性を表す B11と x1軸方向の面外せん Ẽth
4 断応力 M̃8

とのカップリング剛性を表す K12の成分値，ならびに

一般化熱ひずみの x2軸周りの曲率 Ẽth
4 と x1軸方向の面

外せん断ひずみ Ẽth
8 の成分値を Table9に，各ミクロ最

適構造を反映したマクロ構造の x3 方向最大変位量を

Table10に示す．このとき，パターン (B) については具

体的な最構造が得られなかったため，パターン (A) と
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: phase-2 
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Material pattern(C)
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Fig. 10 Case1: Optimal topology of in-plane unit cell

パターン (C)のみの結果を示している．

まず，熱膨張係数のみ異なる材料パターン (A)の計算

結果では，熱膨張係数の小さい phase-2が上方に配置さ

れ，Table9より一般化熱ひずみの曲率成分が卓越する

ことが確認できた．次に，ヤング率と熱膨張係数のど

ちらも異なる材料パターン (C)では phase-2が上方に配

置され，縦部材が配置される結果となった．Table9を参

照すると，一般化熱応力の曲率成分 Ẽth
4 だけではなく，

他のカップリング剛性値，一般化熱ひずみの成分値も

卓越していることがわかる．これにより，同じ熱膨張

係数を用いたパターン (A) より一般化熱ひずみの曲率

成分は小さい値ではあるが他の成分値が卓越すること

で，より大きなたわみを生じさせる最適構造が得られ

たものと考えられる．実際，パターン (A) で得られた

最適構造にパターン (C)の材料パラメータを用いて解

析を行った場合の x3 方向の最大変位量は 1.93mmであ

り，Table10に参照したパターン (C)の最適構造を用い

た場合の最大変位量 2.44mmと比較すると，より大き

なたわみを再現できていることが確認できる．これら

はいずれも物理的に理にかなった構造であり，様々な境

界条件や材料パターンを反映した最適構造が得られる

ことが例証された．なお，Table10より本解析では最大

で 3mm近くたわんでおり，有限変位・有限回転理論を

適用した本解析が適切に行われていることがわかる．

一方，ヤング率のみ異なる材料パターン (B)の計算

結果では，最適計算中に一切たわみは生じず，面内ユ

ニットセルは初期の構造から変化しなかった．この条

件では，熱膨張係数は設計変数に依存せず一定なため，

常に面内方向の膨張しか働かないことが原因として考

えられる．そこで，Fig.8に示すマクロ構造の拘束節点

について全方向の変位，回転自由度を固定し，膨張変

形に対して垂直応力が働くような条件で解析を行った．

得られた最適面内ユニットセルを Fig.11に示す．この解

析では，phase-2が上方では軸方向に，下方では 45℃の

傾きで配置され，面内方向の垂直応力と負の x2軸回り

の曲率とねじり曲率のカップリング剛性 D41，D61が卓

越する面内ユニットセルが得られた．この面内ユニッ

トセルを反映したマクロ構造の変形図を Fig.12に示す

Table 9 Case1: Homogenized plates stiffnesses and

generalized thermal strain with optimal in-plane unit cell

Material pattern (A) (C)

B1,1 [N] −3.00× 10−10 1.01× 104

K1,2 [N/mm] −9.04× 10−11 −5.89× 101

Ẽth
4 [1/mm] −5.90× 10−4 −5.62× 10−5

Ẽth
8 −9.37× 10−19 1.14× 10−6

Table 10 Case1: Maximum displacement of macro-

scopic plate

Material pattern (A) (C)

Maximum displacement[mm] 2.63 2.47

が，面内方向の垂直応力が過度に発生した固定端付近

で局所的な曲げ変形が発生し，端部が x3方向に変位す

ることが確認できた．

5.2 Case2 -ねじり変形最大化問題 ここでは，マ

クロの矩形形状にねじり変形を生じさせる問題を考え

る．最適化制御点を記したマクロ構造の有限要素メッ

シュと境界条件ならびに面内ユニットセルの有限要素

メッシュを Fig.13に示す．

本最適化問題の結果として，最適化後の面内ユニッ

トセルを反映したマクロ構造の変形図を Fig.14に，得

られた面内ユニットセルのトポロジーを Fig.15に示す．

また，x1軸方向垂直ひずみ（あるいは膨張ひずみ）Ẽ1

とねじりモーメント応力 M̃6 とのカップリング剛性を

表す B13の成分値，ならびに一般化熱ひずみのねじり

曲率 Ẽth
6 の成分値を Table11に示す．また，本解析では

材料パラメータの組み合わせパターンは (C)のみ用い

て計算を行った．最適構造から phase-2が上部と下部に

クロスするように配置されていることが確認できる．

Table11を参照すると均質化板剛性のカップリング剛性
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と微小ではあるが一般化熱ひずみのねじりひずみ成分

が卓越していることが確認できる．実際に，Fig.14に示

すようにマクロ構造にはねじり変形が発現している．

6. 結論

本研究では，面内周期性を有する複合板を対象とし

て，そのマクロ的な変形を制御するような面内ユニッ

トセルのトポロジーの最適化計算手法を提案した．具

体的には，マクロ構造には厚板理論を適用し，ミクロ

構造は 3次元固体として定式化された複合板のマルチ

スケールモデルに対し，マルチスケールトポロジー最

適化手法を適用して，マクロの節点変位を最大化する

ような面内ユニットセルの最適なトポロジーを導出す

る手法を構築した．特に，マクロ構造である厚板の力

学挙動に共回転理論を採用することで，マクロ構造の

3x

2x

1x

30 mm

10 mm

1 mm

1y

2y

3y

Clumped

Macrosructure

T∆ =　　
Uniform temprature 

change : 

In-plane unit cell

Thickness : 

3-x

Controll node for optimization

　: maximization of  distplament

                 in the      direction 　3x

Controll node for optimization

　: maximization of  distplament

                 in the      direction 　

Fig. 13 Case2: Macroscopic plate with in-plane unit

cell for numerical example
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Fig. 14 Case2: Deformation of macroscopic plate re-

flecting optimal topology of in-plane unit cell (displace-

ment scale× 10

大変位・大回転を考慮した面内ユニットセルの最適ト

ポロジーの導出を可能とした．また，設定した目的関

数について解析的感度の導出法を提案し，これにより

低コストかつ信頼性に優れる最適化手法を導入可能と

した．数値解析例としてマクロ構造に温度変化が与え

られたときに指定した方向に変形させる問題を扱い，

最適トポロジーが得られることを例証した．

ただし，本提案手法の実用化を進めるなかで，考慮

すべき項目は少なくない．例えば，本研究では温度分

布はすべて一様であるものと仮定したが，厳密に熱変

形挙動を扱うには，熱伝導方程式との連成解析を行う

必要がある．また，本研究では用いる材料構成則は線

形弾性体に限定したが，弾塑性材料などの非弾性材料

を仮定した解析への拡張については，いまだ複合板の

マルチスケール手法自体が開発されておらず，特にマ

クロ材料構成則をマクロ運動方程式に導入する過程な
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Fig. 15 Case2: Optimal topology of in-plane unit cell

Table 11 Case2: Homogenized plates stiffness and gen-

eralized thermal strain with optimal in-plane unit cell

Material pattern (C)

B1,3 [N] 1.99× 103

Ẽth
6 [1/mm] −4.47× 10−5

どで自明でない点，解決すべき課題が幾つか存在する．

さらに，有限要素メッシュのサイズや初期の設計変数

分布が最適トポロジーに及ぼす影響を十分に検討でき

ているとは言い難い.これらはいずれも今後の課題と

したい．

謝辞: 本研究（の一部）は，戦略的イノベーション創造

プログラム（SIP）「革新的設計生産技術」（管理法人：

NEDO）の助成を受けたものです．ここに記して，感謝

を表します．

付録 A：数値平板試験

ここでは，面内に周期的な非均質構造を有する複合

厚板の均質化板剛性を算定するための「数値平板試

験 [12,13]」の方法を述べる．

面内ユニットセルの支配方程式 (8)は，式 (3)で与え

られるマクロ一般化ひずみ Ẽをデータとして，“面内 Y

周期的” なミクロ擾乱変位 u∗ を未知数としている．い

ま，式 (8)よりミクロ変位 wを明示的に展開して書くと
w1 =

(
Ẽ1 + z3Ẽ4

)
y1 +

(
Ẽ3 +

z3

2
Ẽ6

) y2

2
+

(
Ẽ8 − z2

2
Ẽ6

)
y3 + u∗1
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Fig. 16 Schematic of in-plane unit cell


w2 =

(
Ẽ3 +

z3

2
Ẽ6

) y1

2
+

(
Ẽ2 + z3Ẽ5

)
y2

+

(
Ẽ7−z1

2
Ẽ6

)
y3 + u∗2

w3 =

(
Ẽ8 − z2

2
Ẽ6

)
y1 +

(
Ẽ7−z1

2
Ẽ6

)
y2 + u∗3

(73)

となるが，面内の周期性を利用して u∗ を消去すると，

ミクロ変位場 wに関する拘束条件が次式のように得ら

れる． 
q[1]

1 ≡ w[1]
1 − w[−1]

1 =
(
Ẽ1 + z3Ẽ4

)
l1

q[1]
2 ≡ w[1]

2 − w[−1]
2 =

1
2

(
Ẽ3 + z3Ẽ6

)
l1

q[1]
3 ≡ w[1]

3 − w[−1]
3 =

(
Ẽ8 − z2

2
Ẽ6

)
l1

(74)


q[2]

1 ≡ w[2]
1 − w[−2]

1 =
1
2

(
Ẽ3 + z3Ẽ6

)
l2

q[2]
2 ≡ w[2]

2 − w[−2]
2 =

(
Ẽ2 + z3Ẽ5

)
l2

q[2]
3 ≡ w[2]

3 − w[−2]
3 =

(
Ẽ7−z1

2
Ẽ6

)
l2

(75)

ここで，各変数に付される添え字 [±i]は，Fig.16に示し

ている境界面 ∂Y[±i] 上の値であることを意味する．し

たがって，式 (8)を擾乱変位場 u∗ について解く代わり

に，ミクロ変位 wを未知数とする次の支配方程式を採

用すれば良いことになる．
∂T

yσ = 0

σ = C
(
ε − εth

)
ε = ∂yw

with (74) and (75)

(76)

ここで，マクロ一般化ひずみ Ẽの成分はすべてユニッ

トセルの相対する境界面上の変位の拘束条件式 (74)お

よび (75)のデータとして与えられるため，節点変位に

関する多点拘束条件式を適切に設定すれば，比較的容

易に汎用 FEMソフトウェアを用いて解析可能である．

これらの各変形モードに対応するマクロ単位ひずみ

を ∆T = 0の条件のもと与えることを考える．例えば，



Fig.3の Mode1に対応する単位一般化マクロひずみを{
Ẽ1 Ẽ2 Ẽ3 Ẽ4 Ẽ5 Ẽ6 Ẽ7 Ẽ8

}
=

{
ˆ̃E1 0 0 0 0 0 0 0

}
(77)

のように設定する．すると拘束条件式は

y1面：


w[1]

1 − w[−1]
1 = ˆ̃E1l1

w[1]
2 − w[−1]

2 = 0

w[1]
3 − w[−1]

3 = 0

(78)

y2面：


w[2]

1 − w[−2]
1 = 0

w[2]
2 − w[−2]

2 = 0

w[2]
3 − w[−2]

3 = 0

(79)

となる．この構造解析を行うと，式 (9)により得られ

るマクロ一般化応力 M̃outは式 (15)の関係より次式のよ

うになる．

D̃i1 = M̃out
i (80)

これを全 8モードについて行うことで，均質化板剛性

行列の全成分を得られることになる．

一方，マクロ一般化熱応力を導出する際には，次式

のような入力データを与える．{
Ẽ1 Ẽ2 Ẽ3 Ẽ4 Ẽ5 Ẽ6 Ẽ7 Ẽ8

}
=

{
0 0 0 0 0 0 0 0

}
(81)

∆T = 1 (82)

この構造解析を行うと，式 (9)により得られるマクロ一

般化応力 M̃outは式 (15)の関係より次式のようになる．

M̃th
i = −M̃out

i (83)

また，面外せん断変形を与えることを考えると，z3

方向に対する拘束だけでは剛体回転が生じ，解が不定

になる．そこで次式のようにユニットセルに対し，全

体回転拘束条件を負荷する．∫ h/2

−h/2

∫ l1/2

−l1/2

∫ l2/2

−l2/2
w2y3dy1dy2dy3 = 0 (84)

∫ h/2

−h/2

∫ l1/2

−l1/2

∫ l2/2

−l2/2
w1y3dy1dy2dy3 = 0 (85)

以上の方程式を離散化することで，多点拘束条件式に

あてはめることができる．詳細については，文献 [12,13]

を参照されたい．

付録 B：共回転理論定式化の補足

ここでは，第 3章で記述した局所系における弾性変

形に起因する自由度と全体座標系における全運動に

関する自由度の微小増分量の関係を提示する．また，

ニュートン法に基づく反復計算を行うための式 (48)に

提示した接線剛性行列 kT について詳細に導出する．

B1.各変数の変分

まず，回転行列の変分 δT の導出を行う．式 (21)の左

辺を展開すると，

xR
aC = TxR

aC = TR0x0
aC (86)

となる．また，右辺は x0
aC0 = T0x0

aC0 であるので，最終

的に以下の式を導くことができる．

T = T0R0T
(87)

上式の変分をとると

δT = T0δR0T
(88)

となる．上式の δR0T
は，具体的な計算が困難なため，

局所座標系の回転の増分を表す回転擬ベクトル δωRを

用いて表すことにする．この δωRによれば，δxR
aCは

δxR
a = δω

R × xR
a = spin(δωR)xR

a (89)

と表すことができる．一方，剛体回転行列 R0を用いる

と δxR
aCは，

δxR
a = δR

0x0
a = δR

0R0T
xR

a (90)

となる．よって式 (89)，式 (90)より，

spin(δωR) = δR0R (91)

となる．上式を用いると，式 (88)は最終的に次式のよ

うになる．

δT = −T0R0T
spin(δωR) = −Tspin(δωR) (92)

ここで，式 (87)と spin(δωR) は反対称行列であるため，

spin(δωR)T = −spin(δωR)であることを利用した．

まず，変位について，式 (20)の変分は式 (92)を用い

て次式のように導出される．

δue
a = δT

(
ua + x0

a − x0
C0 − uC

)
+ T (δua − δuC)

= −Tspin(δωR)xaC + δua − δuC

= spin(xa)δω
R
+ δua − δuC

=

3∑
b=1

(
Uab + SaGu，b

)
δub (93)

ここで，式 (93)の Uab，Sa， Gu，bは，それぞれ

Uab =

(
δab −

1
3

)
I (94)

Sa = spin(xa) (95)

Gu，b =
∂ω

∂ub
(96)

である．ここで，I は 3 × 3の恒等行列である．また，

spin(xa) は，式 (35)の操作により次式のような成分を

持つ．

spin(xa) =


0 −za ya

za 0 −xa

−ya xa 0

 (97)



ここで，ya，zaは第 2章で用いたミクロ座標系ではなく，

本章では座標値 xの成分として xa = {xa, ya, za}のように
用いていることに注意されたい．また，Gu，bは，節点

bの各変位に対する初期座標軸から共回転座標軸へ増

分量を表す行列であり，その成分は要素の種類や各局

所座標軸の設定の仕方に依存して変化する [17–19]．本

解析では，次式のようにこの項を求めている.

Gu，1 =
1

2A


0 0 x32

0 0 y32

0 −2A
l12

0

 (98)

Gu，2 =
1

2A


0 0 x13

0 0 y13

0
2A
l12

0

 (99)

Gu，3 =
1

2A


0 0 x21

0 0 y21

0 0 0

 (100)

ここで，Aは各要素の面積であり，l12は各要素の節点

1，2を結ぶ線分の長さである．これらの行列の成分に

ついては，文献 [17–19]を参照されたい．

最後に，節点 aの微小増分変形回転ベクトルの変分

δωe
aを導出すると次式のようになる．

δωe
a = δωa − δωR (101)

=

3∑
b=1

{−Gu，bδub + δabδωb} (102)

=

3∑
b=1

{−Gu，b + δabI }δdb (103)

本章で示した関係をまとめると次式のようになる．

δd
e

a =

3∑
b=1

Pabδdb (104)

Pab =

Uab + SaGu，b 03

−Gu，b δabI

 (105)

ここで，03はすべての成分が 0である 3× 3の行列であ

る．上の関係を簡単に δd
e
= Pδdのように書くと，共回

転座標系における弾性変形変位ベクトル増分 δpeと全

体座標系の全変位ベクトル増分 δdは

δpe
a = Hδd

e
= H PT(6)δd = Λδd (106)

のように表すことができる．ここで，H，T(6)，Λはそ

れぞれ次式のように定義した．

H = diag
[
I H1 I H2 I H3

]
(107)

T(6) = diag [T T T T T T] (108)

Λ = H PT (109)

B2.接線剛性行列

最後に，Newton-Raphson法による反復計算により非

線形方程式を解くための接線剛性行列を導出する [21]．

まず，式 (47)の変分をとると，

δ f = δΛT f + ΛTδ f (110)

となる．上式の右辺第 2項を整理すると，次式のよう

になる．

ΛTδ f = ΛT kΛδd = kMδd (111)

この式内で定義した kM は材料接線剛性行列であり，各

有限要素の材料特性に依存するため，本研究において

は面内ユニットセルのトポロジーの影響を陽的に受け

る項である．

式 (110)の右辺第 1項は，

δΛT f =
(
δTT P

T
H

T
+ TTδP

T
H

T
+ TT P

T
δH

T
)

f (112)

のようになる．上式の右辺第 1項は次式のように展開

される．

δTT P
T
H

T
f = −TTspin(f P)Gδd (113)

= kGRδd (114)

この式中で定義した kGRは，回転幾何剛性行列であり，

全体座標系にて剛体回転に依存して変化する内力ベク

トルの影響を反映した行列である．なお，f Pは式 (105)，

式 (32)を用いて f P = P
T
H

T
f，Gは式 (98)，式 (99)，式

(100)を用いてG = {Gu,1, 03,Gu,2,03,Gu,3, 03}とそれぞれ定
義している．

さらに，式 (112)の右辺第 2項は次式のように展開さ

れる．

TTδP
T
H

T
f = −TTδG

T
spin

(
f P

)T
P

T
T

T
δd (115)

= kGPδd (116)

この行列 kGPは近似的に導かれる項であり，メッシュが

粗く弾性変形が大きくなる場合，この関係が満たされ

ない可能性もありうる [18]．そのため，数値微分など

によりこの項を求める報告例 [27]もあるが，本研究の

対象とする構造問題については収束精度に大きな影響

はなかったため，これらの関係式を採用する．

最後に，式 (112)の右辺第 3項は次式のようになる．

TT P
T
δH

T
f = TT P

T ∂

∂θ

[
H

T
f
]

H PTδd (117)

= kGMδd (118)

ここで，
∂

∂θ

[
H

T
f
]
は次式のように展開できる．

∂

∂θ

[
H

T
f
]
=

{
η
[(
θ

T
m
)

I 3 + θmT − 2mθ
T
]

+µspin(θ)2mθ
T − 1

2
spin(m)

}
(119)



ここで η は式 (34)で定義した係数であり，µ は次式の

ように求めた．

µ =
θ

e
a

2
+ 4 cosθ

e
a + θ

e
a sinθ

e
a − 4

4θ
e
a

4
sin2

(
θ
e
a
2

) ≃ 1
360
+

1
7560

θ
e
a

2
(120)

以上をまとめると，式 (110)左辺の内力ベクトルの変

分 δ f は最終的に，式 (111)，式 (114)，式 (116)，式 (118)

を用いて

δ f = kTδd (121)

kT = kM + kGR + kGP+ kGM　 (122)

となる．なお，この全体座標系における接線剛性行列

kT は非対称行列であるが，Nour-Omidら [28]の報告で

は，この接線剛性行列の対称成分のみ用いたほうが，

Newton-Raphsonの反復計算の収束速度が早いと言われ

ている．そのため本研究では簡単のため，接線剛性行

列を対称化した次式を用いることにする．

ksym
T =

1
2

{
kT + kT

T

}
(123)
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