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六方晶金属の結晶塑性・変形双晶構成モデル
A new constitutive model for crystal plasticity with deformation twinning
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A thermodynamics-based constitutive model, which accounts for both crystallographic slip and deformation
twinning, is developed for a single crystal of hcp metals within the framework of finite crystal plasticity.
While the volume fractions of stress-free twin deformations are introduced as internal variables, the free-
energy involves the bulk energy of separate phases and the surface energy at twin interfaces, which are
introduced as functions of the internal variables, in addition to the standard hardening-related energy in
crystal plasticity framework. After the formulation is described in detail, a series of numerical examples
is presented to verify the performance of the proposed model in predicting the deformation twinning, the
successive deformation process and the twinning-induced stress responses. The results are studied with
reference to the theoretical consequences and the experimental results reported in the literature.
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1. 緒言
マグネシウム合金に代表される六方晶金属の非弾性変形機

構は，結晶格子のすべりに起因する塑性変形に加えて，変形
双晶による無応力せん断変形と格子再配向により特徴づけら
れる (1)．近年では，計測技術，とりわけ方位解析法の発達も
あって実験により得られる知見も多いが，これら二つの異な
る変形機構とそれらの相互作用が，集合組織の進展や降伏・
引張強度・延性などの材料特性に及ぼす影響については未だ
明らかにされていない．これらの巨視的強度発現メカニズム
を解明するには，結晶粒レベルの微視的変形機構を考慮した
数値シミュレーションが有効であり，これに基づくマルチス
ケール解析に対する期待も大きい．
マグネシウム合金を対象とした結晶粒レベルの数値解析的

研究の多くは，連続体力学の枠組みで単結晶のすべり変形を
モデル化した結晶塑性構成則 (2, 3) を拡張したモデルを提示
し，有限要素法（以下，FEM）に実装した結晶塑性 FEM(4, 5)

の適用が多い．この結晶塑性モデルの拡張に際して，各物質
点の挙動として考慮すべきことは次の通りである．
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• 変形双晶の形成条件

• 変形双晶における無応力せん断変形の導入

• 変形双晶における格子再配向

既往の研究 (6, 7, 8, 9, 10)の多くは，双晶変形を結晶すべり変
形の一つとして導入して Schmidt因子を変形双晶の形成を判
定するための指標としており，無応力せん断変形も上限値の
ある塑性ひずみの一種として評価されている．具体的には，
双晶面の Schmidtテンソルから分解せん断応力を算出し，設
定した双晶の臨界分解せん断応力（以下，CRSS）を超えた時
点で “擬似的塑性変形”が生じるような “拡張”結晶塑性 FEM

解析を行っている．一方，格子再配向に際しては，実際に生
じうるせん断変形量に対する “擬似的塑性変形” の比率を擬
似的体積分率と定義して，その値がランダムに設定された閾
値を超えた時点でその応力評価点における結晶格子を回転さ
せている．これらは簡易的なモデルであるが，多結晶体の有
限要素モデルに適用したときの数値解析により，集合組織の
形成やマクロ的な応力-ひずみ曲線など，実験結果をある程度
良く再現できることが報告されている．
結晶粒を連続体とみなして，結晶すべりや原子の再配列と

いった微視的挙動を構成則で表現するには，何らかの近似，
理想化を行う必要がある．しかし，原子の再配列は双晶面上
ではなく，空間的な広がりを持った領域で生じるので，前述
の先行研究のようにすべり挙動と同様の CRSSを双晶形成条
件に用いることは変形双晶の物理とは整合しない．また，格



子再配向を連続体力学の枠組みでモデル化するには，物質点
に生成された変形双晶やその存在確率の蓄積量に閾値を設け
て制御するしかないが，対応する内部変数は変形双晶の形成
条件と整合していることが望ましい．
そこで本研究では，これらの不整合を払拭する，結晶塑性・

変形双晶の構成モデルを構築する．具体的には，変形勾配の
弾塑性乗算分解に対して変形双晶の無応力ひずみに対応する
変形勾配（双晶変形勾配）を乗算形式で導入し，内部変数を
用いる熱力学に基づく古典的定式化を採用する．この内部変
数には，各変形双晶パターンの存在率（すなわち，体積分率）
を選び，双晶変形勾配はこれの連続関数として表現する．ま
た，自由エネルギーには，通常の弾性および結晶すべりのひ
ずみ硬化に関する項に加えて，母相および変形双晶相の化学
的エネルギーと双晶界面エネルギーをこの内部変数の関数と
して導入する．そして，この内部変数（変形双晶相の体積分
率）がある閾値を超えた際に格子再配向が行われるものと仮
定する．
なお，変形双晶の発展方程式の導出に際しては，Idesman

ら (11) が形状記憶合金のマルテンサイト変態の数理モデル化
に際して示した定式化を参考にした．特に，変形双晶の体積
分率を内部変数として導入し，Helmholtz自由エネルギーに
対応する項を加えることで変形双晶の形成条件を定義した点
は， Idesmanらの定式化 (11) を直接応用したものである．し
かし，このような変形双晶に対する新しいモデル化により，
変形双晶を擬似的なすべり面における分解せん断応力による
のではなく，熱力学的な駆動力による形成判定が可能となる．
また，双晶変形勾配の定義式において，各双晶種別の無応力
ひずみパターンは材料パラメータであり，格子再配向の判定
に必要な体積分率は各パターンの係数であるので，変形双晶
の構成モデルで考慮すべき前述の 3点が同一の内部変数で関
連づけられることなる．加えて，提案するモデルにおける変
形勾配の乗算分解と自由エネルギーの定義において，結晶す
べりと変形双晶が関連づけられるため，それらの相互作用を
適切に捉えることができるものと期待される．
以下では，提案する結晶塑性・変形双晶の構成モデルを 3

節に分けて定式化した後，第 5節における簡単な数値解析に
よりその検証を行う．

2. 双晶変形・結晶塑性構成モデル
本章では，本研究で提案する結晶すべりを伴う変形双晶構

成モデルを有限変形理論および最大散逸の原理に基づいて定
式化する．まず，有限変形理論の枠組みから記述する本モデ
ルにおける運動学および変形について説明する．続いて本モ
デルで使用する弾性構成モデルを説明した後，双晶変形構成
モデル・結晶すべり構成モデルの運動学を定義し，最大散逸
の原理に基づいて発展方程式を導出する．

2.1 変形勾配の乗算分解：弾性・塑性・変形双晶 本
研究では，変形挙動を有限変形理論の枠組みで記述すること
とし，変形を表す変数としては変形勾配 F := ∂ϕ/∂X を用い
る．ここで，ϕ(X, t)は Xを物質点の初期位置としたときに対

reference 
configuration

current 
configuration

intermediate 
configuration
for deformation twin

intermediate configuration
for crystal plasticity

Fig. 1 Multiplicative decomposition of deformation gradi-

ent: plastic deformation, twinning and elastic defor-

mation

応する現配置の位置ベクトル x を表す運動である．そして，
全体の変形に対する弾性・変態・結晶すべりの寄与分は次式
に示すようにそれぞれの変形勾配の積で記述する．

F = Fe Ft Fp (1)

ここで，Fe，Ft ，Fp，は，それぞれ弾性変形，双晶変形，塑
性変形に関する変形勾配である．なお，Ft と Fp の順序には
任意性があるとされるが，本研究では既往の多くの研究と同
様に，双晶変形は無応力変形として弾性変形に付随するもの
とした (12)．
式 (1)の乗算分解により，変形と応力は基準配置・中間配

置・現配置を参照して定義することができる．ここで，基準
配置は運動前の状態，現配置は運動後の状態を表す配置であ
り，中間配置は弾性変形を取り除いた状態をあらわす配置で
ある．Fig. 1で各配置の関係を模式化したものである．基準
配置を参照する第２ Piola-Kirchhoff応力，中間配置を参照す
る第２ Piola-Kirchhoff応力，現配置を参照した Kirchhoff応
力は，Cauchy応力 σを用いてそれぞれ次式で定義される．

S := F−1 JσF−T (2)

Se := Fe−1 JeσFe−T (3)

τ := Jσ (4)

ここで，J := det[F]，Je := det[Fe]と定義した．また，中間
配置を参照する右 Cauchy-Green変形テンソルも

Ce := FeT Fe (5)

で定義される．なお，基準配置を参照する右 Cauchy-Green

変形テンソル C := FT Fと現配置を参照する左 Cauchy-Green

変形テンソル b := FFT も同様に定義できるが，本研究で提
案する構成則では陽に用いない．
式 (1)を考慮すると，速度勾配は次式のように展開される．

l := ḞF−1 = le + lt + lp (6)



ここで，le，lt，lp は，それぞれ弾性，双晶変形，結晶すべり
による変形の速度勾配であり，

le := Ḟe Fe−1

lt := Fe Ḟt Ft−1 Fe−1

lp := Fe Ft Ḟp Fp−1 Ft−1 Fe−1

(7)

と定義した．さらに，2階のテンソル •の対称・反対称成分
を sym[•]，skw[•]と表すことにすると，変形速度テンソル d
およびスピンテンソル w，およびそれらの弾性成分・双晶変
形成分・塑性成分は，それぞれ以下のように定義される．

d := sym[l]

= de + dt + dp := sym[le] + sym[lt] + sym[lp] (8)

w := skw[l]

= we + wt + wp := skw[le] + skw[lt] + skw[lp] (9)

2.2 結晶塑性における流れ則 結晶塑性モデル (2) は，
単結晶について結晶学的に決まるすべり系（すべり面・すべ
り方向）に作用する分解せん断応力が，その系の降伏強度，
すなわち CRSSに達するときにその方向へのすべり変形を生
ずるように規定した塑性構成則の一つである．多少の議論の
余地が残されているものの，ある程度確立された構成則理論
であるため，本研究では文献 (3, 4, 5) を参照して本項で示す定
式化を採用する．
いま，対象とする材料のすべり系の数が n個とし，あるす

べり系 αの基準配置における初期の単位すべり方向ベクトル
を s(α)

0 ，すべり面法線ベクトルを m(α)
0 とする．すべり変形に

よる結晶格子のゆがみがないものと仮定し，変形後もこれら
のベクトル（s∗(α), m∗(α)）が互いに直交することを考慮すると
次の関係を得る．

s∗(α) = Fe Ft s(α)
0 , m∗(α) = m(α)

0 Ft−1 Fe−1 (10)

また，ある応力状態 σ が与えられたときのすべり系 α に作
用する分解せん断応力は

τ(α) = (s∗(α) ⊗ m∗(α)) : Jσ (11)

となる．このとき，すべり系 αのすべり速度を γ̇(α) として，
塑性仕事率に関して次の関係を要請する．

Jσ : lp =

n∑
α=1

τ(α)γ̇(α) =

n∑
α=1

Jσ :
(
s∗(α) ⊗ m∗(α)

)
γ̇(α) (12)

これを恒等式とみなせば，結晶すべりの変形速度テンソルが，
結晶塑性モデルにおける流れ則

lp =

n∑
α=1

(
s∗(α) ⊗ m∗(α)

)
γ̇(α) (13)

により規定されることになる．さらに，式 (9)より結晶すべ
りの変形速度テンソルとスピンテンソルは，それぞれ次式の
ように表される．

dp =

n∑
α=1

µ(α)γ̇(α), wp =

n∑
α=1

ω(α)γ̇(α) (14)

ここで µ(α)，ω(α) は Schmidtテンソル（s∗(α) ⊗m∗(α)）の対称・
反対称成分であり，それぞれ次式で定義した．

µ(α) := sym[s∗(α) ⊗ m∗(α)], ω(α) := skw[s∗(α) ⊗ m∗(α)] (15)

2.3 双晶変形の流れ則 既往の研究 (6, 7, 8, 9, 10) では，
双晶変形をすべり変形の一種としてモデル化して変形双晶に
対応する擬似すべり系を設定している．これに対して研究で
は，Idesmanら (11) がマルテンサイト変態のモデル化に採用
した熱力学に基づく定式化に倣って，分解せん断応力とは独
立な変形双晶モデルを提案する．
まず，初期の結晶構造を母相，複数種類存在する変形双晶

系の各々をバリアントと呼び，母相からバリアントへ、または
一つのバリアントから別のバリアントへの変化（2重双晶）を
変態（transformation）と呼ぶことにする．そして，結晶粒を
連続体とみなしたときの物質点において母相↔バリアント間，
およびバリアント ↔ バリアント間の相変態が生じるものと
して，その時間発展を記述するために，各相 p (= 0, 1, · · · ,m)

の体積分率 c(p)(x, t)を時間と空間の関数として導入し，変形
双晶の変形勾配を次式で表す．

Ft :=
m∑

p=0

F̂t(p)c(p) (16)

ここで，p = 0 が母相に対応しており，1 ∼ m は異なる変形
双晶系（バリアント）に対応している．一つの物質点に対し
て合計 m + 1個の相が存在することになるが，体積分率の総
和は 1であため，独立な変数は m個である．すなわち，双晶
相の体積分率の総和を

c :=
m∑

p=1

c(p) (17)

とおくと，母相の体積分率は次式から求められる．

c(0) = 1 − c (18)

また，F̂t(p) は p 番目の相へ完全に変態した際に生じる変形
勾配であり，本研究では「双晶形態テンソル」と呼ぶことに
する．この双晶形態テンソルの成分は，本研究で対象とする
六方晶金属の格子定数から決まる Bain 格子変形と格子不変
変形から理論的に算出される量であり，材料パラメータとし
て与えられる．なお，その具体的な値は次節で与えることに
する．
以上より，式 (7)の第 2式に式 (16)，(17)，(18)を代入し，

母相の双晶形態テンソルが F̂t(0) = 1（2 階の単位テンソル）
であることを考慮すると，変態の速度勾配は次式のように表
される．

lt = Fe Ḟt Ft−1 Fe−1 =

m∑
p=1

χ(p)ċ(p) (19)

ここで，

χ(p) := Fe
(
F̂t(p) − 1

)
Ft−1 Fe−1 (20)



Fig. 2 Twin surfaces in hcp crystal of Mg
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Fig. 3 Shear deformation along twin surface

とおいた．これを式 (8) と (9) に代入すると，変態（双晶変
形）の流れ則とも呼べる発展方程式として，各相の体積分率
の速度 ċ(p) から変形速度とスピンテンソルを規定する関係式
が次のように得られる．

dt =

m∑
p=1

χ(p)
symċ(p), wt =

m∑
p=1

χ(p)
skwċ(p) (21)

ここで，

χ(p)
sym := sym[χ(p)], χ(p)

skw := skw[χ(p)] (22)

と定義した．
このように，各相の体積分率をオーダーパラメータとして

導入したことにより，双晶変形という急速度でかつ空間的に
不連続な形態変化を連続変数で近似できることになり，数値
解析的にも都合がよい．

3. 双晶形態テンソルと格子再配向
本節では，本研究で提案する双晶変形構成則における材料

パラメータの一つである，各バリアントの双晶形態テンソル
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Fig. 4 Crystal reorientation due to twinning
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F̂t(p) の成分を算出するとともに，双晶変形による結晶方位の
変換方法を提示する．

3.1 双晶形態テンソル F̂t(p) の成分の算出 本研究で
は，六方晶金属としてマグネシウムを想定し，その双晶系は
多く存在すると言われているが，実験観察 (13) において発
現しやすいとされる (101̄1)双晶と (101̄2)双晶のみを考慮す
る．この場合，Fig. 2に示すように，それぞれの双晶系につ
いて双晶面は 6 種類が存在する．したがって，式 (16) にお
いて m = 12であり，各々について双晶形態テンソルの成分
F̂t(p) (p = 1, · · · , 12)が既定される．これらは，すべて事前に
データとして与えられる材料パラメータであり，せん断変形
および回転成分を含む変形勾配として双晶種類および双晶面
ごとに幾何学的に算定しうる．実際，マグネシウムのような
六方晶金属の双晶相は双晶面を境に鏡面対称の関係にあるた
め，双晶面に沿って Fig. 3に示すような双晶座標系を設定す
ると，(101̄1)双晶と (101̄2)双晶のせん断ひずみ量は，幾何学
的な考察によりそれぞれ γa = −0.137と γb = 0.1294となる．
したがって，それぞれに対応する変形勾配の双晶座標系にお



Table. 1 Twin configuration tensors
(101̄1)双晶

F̂(1) =


1 0 0

0 0.935 0.069

0 −0.060 1.065

 F̂(2) =


0.952 0.028 −0.060

0.028 0.984 0.035

0.052 −0.030 1.065

 F̂(3) =


0.952 −0.028 −0.060

−0.028 0.984 −0.035

0.052 0.030 1.065


F̂(4) =


1 0 0

0 0.935 −0.069

0 0.060 1.065

 F̂(5) =


0.952 0.028 0.060

0.028 0.984 −0.035

−0.052 0.030 1.065

 F̂(6) =


0.952 −0.028 0.060

−0.028 0.984 0.035

−0.052 −0.030 1.065


(101̄2)双晶

F̂(7) =


1 0 0

0 1.057 −0.030

0 0.107 0.943

 F̂(8) =


1.042 −0.025 0.026

−0.025 1.014 −0.015

−0.092 0.053 0.943

 F̂(9) =


1.042 0.025 0.026

0.025 1.014 0.015

−0.092 −0.053 0.943


F̂(10) =


1 0 0

0 1.057 0.030

0 −0.107 0.943

 F̂(11) =


1.042 −0.025 −0.026

−0.025 1.014 0.015

0.092 −0.053 0.943

 F̂(12) =


1.042 0.025 −0.026

0.025 1.014 −0.015

0.092 0.053 0.943



ける成分は，

[Ĝa] =


1 0 0

0 1 −0.137

0 0 1

 , [Ĝb] =


1 0 0

0 1 0.1294

0 0 1

 (23)

となる．双晶座標系と母相の結晶座標系との幾何学的関係は
自明であり，各双晶面に対応する座標変換行列 [T(p)]を求め
れば，各双晶種類および双晶面 p について変換式 [F̂t(p)] =

[T(p)][Ĝa (or b))][T(p)]T を適用して双晶形態テンソルの成分を
すべて算定することができる．(101̄1) 双晶（p = 1 ∼ 6）と
(101̄2)双晶（p = 7 ∼ 12）について，具体的に計算して求め
た双晶形態テンソルの成分を Table. 1に与える．

3.2 双晶変形による格子再配向 双晶変形に伴う変形，
および格子再配向についての模式図を Fig. 5に示す．図中の
上段は，各双晶面に関する F̂t(p) による変形がせん断変形と
して変形勾配（双晶形態テンソル）に反映されることを示し
ており，対応する成分の算出方法は前項の通りである，また，
この変形と同時に，双晶変形に伴う原子の再配置により結晶
方位が変換され，結晶格子は擬似的に回転する．このとき，
対応するすべり面・方向ベクトルや異方性の軸なども回転す
るので，対応する Schmidt因子や弾性係数などの異方性テン
ソルの成分を座標変換する必要がある．
しかし，本研究では，結晶粒内の各物質点に変形双晶系の

体積分率を変数として持つようなモデル化をしているので，
そこでの双晶座標系は一意に定められない場合があり得る．
したがって，この格子再配向は，その物質点での双晶系の体
積分率 c(p) の値が設定した閾値を超えたときに，対応する双
晶座標に応じて成分を変換することにする．すなわち，複数
の双晶系が存在する物質点であっても，最大の体積分率を有
する双晶系の双晶座標系を参照して，Fig. 5の下段に示すよ
うな結晶方位の変換規則にしたがって座標変換行列 [Q]を設
定し，弾性係数テンソル・すべり系・双晶系ベクトルなどの

成分も変換する．
格子再配向の前後で，すべり系は物理的に全く別の系にな

ることに注意が必要である．すなわち，本研究で採用してい
る結晶塑性理論の枠組みでは，転位の蓄積に起因する各すべ
り系の硬化特性（あるいは変形抵抗）を蓄積塑性ひずみの関
数としてモデル化しているが，変形双晶の有するすべり系と
母相のすべり系とは幾何学的な関係しか与えられないため，
双晶前後でこれらの物理量を関連づけることができない．実
際には，双晶前後でのすべり系の強度などの物理量を何らか
の形で継承する，あるいは破棄する（初期化する）ための論
理が必要であるが，本研究ではその理論構築には至っていな
いため，簡単のために格子再配向の前後ですべり系の物理量
を引き継ぐものとした．

4. すべり速度および双晶変形速度
本節では，結晶すべりおよび双晶変形の発展方程式につい

て，熱力学第 2法則から導かれる散逸不等式，すなわちエネ
ルギー散逸の最大原理を満たすようにすべり速度および双晶
変形速度の関数形を規定する．

4.1 自由エネルギー n個のすべり系と m種類の変形
双晶パターンを有する六方晶金属について，Helmholtzの自
由エネルギー関数を以下のように定義する．

Ψ (Ce, c(p), Θ, γ(α)) := Ψ e(Ce, c(p)) + Ψ h(γ(α), c(p))

+

m∑
p=0

ΨΘ(p)(Θ)c(p) + Ψ in(c(p)) (24)

ここで，Ψ e は弾性ひずみエネルギー，Ψ h は結晶すべりの硬
化に関する自由エネルギー，ΨΘ (p) は p番目の相の化学的自
由エネルギー，Ψ in は相間の界面エネルギーであり，ΨΘ(p) の
みが温度 Θに依存するものと仮定した．また，Ψ e と Ψ h の
c(p)への依存性は，後述するように双晶に付随する結晶格子の
回転による異方性弾性係数とすべり系の変化を反映している．



化学エネルギーについては，すべての双晶パターンで同一
の値（関数形）を取るものと仮定する．そして，母相と変形
双晶系（バリアント）の化学的自由エネルギーに，それぞれ
個別の関数 ΨΘ

M(Θ)と ΨΘ
T (Θ)を導入して次式のように表す．

m∑
p=1

ΨΘ(p)(Θ)c(p) := cΨΘ
T (Θ) + (1 − c)ΨΘ

M(Θ) (25)

また，界面エネルギーは 2つの相が混在するときの両相界面
で生じるエネルギーであり，全自由エネルギーに対する界面
エネルギーの影響度 Aを材料パラメータとし，双晶相体積率
cを変数とする次の関数で定義する．

Ψ in(c) := Ac(1 − c) (26)

ここで，異なる双晶間に生じる界面エネルギーは無視できる
ほど小さいものと仮定して，母相と双晶相間の界面エネルギー
だけを考慮している．
ここで設定した式 (25)，(26)を式 (24)に代入することで，

全自由エネルギーのより具体的な関数形は次式のようになる．

Ψ = Ψ e(Ce, c(p)) + Ψ h(γ(α))

+ cΨΘ
T (Θ) + (1 − c)ΨΘ

M(Θ) + Ac(1 − c) (27)

4.2 エネルギー散逸不等式 熱力学第 2法則から導出
される Clausius-Duhem不等式は，エネルギーの散逸速度 D
を次のように規定するものである．

D :=
1
2

S : Ċ − Ψ̇ − sΘ̇ ≥ 0 (28)

ここで，sはエントロピーである．式 (27)の時間微分に式 (5)

を代入して整理すると散逸不等式 (28)は次のようになる．

D = 1
2

{
S − 2Fp−1 Ft−1 ∂Ψ

e

∂Ce Ft−T Fp−T
}

: Ċ −
n∑
α=1

∂Ψ h

∂γ(α) γ̇
(α)

+

{
−s − c

∂ΨΘ
T

∂Θ
− (1 − c)

∂ΨΘ
M

∂Θ

}
: Θ̇

−
{

2FtT FeT Fe ∂Ψ
e

∂Ce

}
: Ḟt−1

−
{

2FpT FtT FeT Fe ∂Ψ
e

∂Ce Ft−T
}

: Ḟp−1

−
m∑

p=1

{
ΨΘ

T − ΨΘ
M + A (1 − 2c)

}
ċ(p) ≥ 0 (29)

となる．ここで，変態および塑性変形が生じない状態で現象
は可逆的となるので，任意の温度・変形状態において等式が
成り立ち，次式のような第 2Piola-Kirchhoff 応力とエントロ
ピーに関する構成方程式が得られる．

S = Fp−1 Ft−12
∂Ψ e

∂Ce Ft−T Fp−T

s = −c
∂ΨΘ

M

∂Θ
− (1 − c)

∂ΨΘ
T

∂Θ

(30)

この第 1式に式 (1)，(2)を代入し，∂Ψe

∂Ce について整理すると
次式が得られる．

∂Ψ e

∂Ce =
1
2

Fe−1 JσFe−T (31)

これを散逸不等式 (29)に代入して式 (7)の第 2, 3式を参照す
ることで最終的には次の不等式が塑性変形と双晶変形の発展
式に関する制約条件となる．

D = Jσ : lp −
n∑
α=1

∂Ψ h

∂γ(α) γ̇
(α)

+ Jσ : lt −
m∑

p=1

{
ΨΘ

T − ΨΘ
M + A (1 − 2c)

}
ċ(p) ≥ 0 (32)

4.3 すべり速度と双晶変形速度 ここでは，前節で導
出した散逸不等式から結晶すべりと双晶変形の速度の関数形
を規定する．式 (32)が成り立つための十分条件は，変態の寄
与分 Dt と結晶すべりの寄与分 Dp がそれぞれ次の不等式を
満足することである．

Dp := Jσ : lp −
n∑
α=1

∂Ψ h

∂γ(α) γ̇
(α) ≥ 0 (33)

Dt := Jσ : lt −
m∑

p=1

[
ΨΘ

M − ΨΘ
T + A(1 − 2c)

]
ċ(p) ≥ 0 (34)

本研究では，双晶変形と結晶すべり変形は影響を及ぼし合う
ものの，これらによるエネルギー散逸に関しては互いに独立
な現象であると仮定して，必要条件は考えないこととする．

(1) 結晶すべり速度
式 (33)に関連した結晶すべり構成モデルの発展式は，これ

までに幾つかのモデルが提案されているが，本研究ではAsaro

ら (2) が用いた次式のような指数関数形の粘塑性近似式を採
用することにする．

γ̇(α) := ȧ

∣∣∣∣∣∣ τ(α)

g(α)

∣∣∣∣∣∣n
v

sign
(
τ(α)

g(α)

)
(35)

ここで，g(α) はすべり系 αのすべり抵抗力を表す変数であり，
ȧ は初期すべり速度，nv は速度感度指数でいずれも材料パ
ラメータである．また，すべり抵抗力の発展式を次式で定義
する．

ġ(α) :=
n∑
β=1

hαβγ̇(β) (36)

ここで，hαβ は硬化係数行列の成分を表しており，これも既
往の研究では複数のモデルが提案されているが，本研究では
Asaroら (2) が用いた次式を採用する． hαα := h0sech2

∣∣∣∣∣ h0γ

τs − τ0

∣∣∣∣∣
hαβ := qhαα (α , β)

(37)

ここで，hααは自己硬化係数，hαβは潜在硬化係数であり，h0，
τs，τ0，qはそれぞれ初期硬化係数，Stage-I応力，初期 CRSS，
自己硬化と潜在硬化の比を表す材料パラメータである．また，
γは蓄積すべり量であり，次式で定義した．

γ :=
n∑
α=1

∫ t

0
|γ̇(α)|dt (38)
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(2) 双晶変形速度 式 (34) に変態速度勾配テンソル
(19)を代入することで，変態に関する散逸不等式は次のよう
に書き改められる．

Dt =

m∑
p=1

X(p)ċ(p) ≥ 0 (39)

ここで，X(p) は p相に向かう変態の駆動力であり，

X(p) := Jσ : χ(p) − (ΨΘ
T − ΨΘ

M) − A(1 − 2c) (40)

と定義した．いま，q相から p相へ変態する際の体積率変化
速度 ċ(pq) および対応する駆動力 X(pq) を新たな状態変数とし
て，それぞれ次式のように定義する．

ċ(p) :=
m∑

q=0

ċ(pq) (41)

 X(p0) := X(p) = Jσ : χ(p) − (ΨΘ
T − ΨΘ

M) − A(1 − 2c)

X(pq) := X(p) − X(q) = Jσ : (χ(p) − χ(q)) (q , 0)
(42)

これにより，式 (39)を ċ(pq)，X(pq) を用いて表すと，

Dt =
m∑

p=1
X(p0)ċ(p0) +

m−1∑
q=1

m∑
p=q

X(pq)ċ(pq) ≥ 0 (43)

となる．ここで，ċ(pq) と X(pq) は次式のように関係付けられ
るものとする．

ċ(pq) = λ(pq)X(pq) (44)

ここで，係数 λ(pq) ≥ 0は，エネルギーから計算される駆動力
X(pq) に対して，変態が進展する量を決める係数であり，材料
パラメータとして与えられる．この式に式 (42)を代入すると
以下の発展方程式が導出される． ċ(p0) = λ(p0)

{
χ(p) : Jσ − (ΨΘ

T − ΨΘ
M) − A(1 − 2c)

}
ċ(pq) = λ(pq)

(
χ(p) − χ(q)

)
: Jσ (q , 0)

(45)

ただし，q相から p相へ向かう実際の変態は，エネルギー散
逸の駆動力 X(pq) が正値でかつ（活性化エネルギーに相当す

る）ある閾値 kを超えたときにのみ生ずると考える．このと
き，判定基準関数

f (pq) (σ) = sign(X(pq))
(∣∣∣X(pq)

∣∣∣ − k
)

(46)

を導入して，以上の発展方程式に対して以下の制約を与える
ことにする．

if f (pq) (σ) > 0 and c(q) , 0 then ċ(pq) > 0

else if f (pq) (σ) < 0 and c(p) , 0 then ċ(qp) < 0

else c(pq) = 0 end if

(47)

最後に，χ(p)の発展方程式は式 (20)を時間微分した式に式 (7)

の第 2，第 3式および式 (9)を代入することで次式のように
得られる．

χ̇(p) = leχ(p) + χ(p)
(
lt−1 + le−1

)
(48)

本研究で提案する変形双晶のモデルでは，Fig. 6に示すよ
うな母相–双晶間，双晶–双晶間の変態を，ここで示した基準
にしたがって判定することになる．

(3) すべり系の発展方程式 すべり系の発展式は，式
(10)を時間微分した式に式 (7)の第２，第３式および式 (9)，
(10)を代入することで次式のように得られる．

ṡ∗(α) =
(
le + lt

)
· s∗(α) (49)

ṁ∗(α) = m∗(α) ·
(
le−1 + lt−1

)
(50)

4.4 亜弾性構成則 本研究では，弾性挙動を表すため
の構成式として，回転に対して客観性のある応力速度を用い
た次式のような亜弾性構成則を採用する (3) ．

∇
σ∗ + σtr[de] = C : de (51)

ここで，Cは六方晶の異方性を反映した弾性テンソル，σ̂∗ は
次式で定義される中間配置を参照する客観応力速度である．

∇
σ∗ :=

∇
σ + (wt + wp) · σ − σ · (wt + wp) (52)

ここで，∇
σは Cauchy応力の Jaumann応力速度

∇
σ := σ̇ − w · σ + σ · w (53)

である．式 (52)に式 (51)と (53)を代入し，(8)および (9)を
考慮して σ̇について整理すると Cauchy応力の速度

σ̇ = C : de − σtr[de] + we · σ − σ · we (54)

が得られる．ここで，de および we は，式 (14)，(21)などを
考慮すれば，それぞれ次式で与えらる．

de = d −
m∑

p=1

χ(p)
symċ(p) −

n∑
α=1

µ(α)γ̇(α) (55)

we = w −
m∑

p=1

χ(p)
skwċ(p) −

n∑
α=1

ω(α)γ̇(α) (56)



Table. 2 Material parameters for crystallographic slip
Basal prismatic pyramidal

h0 10 7500 7500

τs [MPa] 330 150 260

τ0 [MPa] 1.0 20 40

ȧ 0.001 0.001 0.001

n 30 30 30

qbasal 0.2 0.5 0.5

qprismatic 0.2 0.2 0.2

qpiramidal 1.0 1.0 0.2

したがって，前節で関数形を規定したすべり速度 γ̇(α) と双晶
変形速度 ċ(p) が定められれば，応力速度が算定され，応力積
分が可能となる．

5. 数値解析例
本節では，いくつかの簡単な数値解析を通して，本研究で

提案する変形双晶モデルの性能の検証を行う．具体的には，
単結晶および多結晶の簡易モデルを用いて，変形双晶を特徴
づけている変形機構や応力緩和機構の再現性を確認する．

5.1 解析条件 次項以降で示す数値シミュレーション
において，六方晶系の弾性係数テンソル C の成分は，文献
(16) を参照して以下のように設定する．

[C] =



C11 C12 C13 0 0 0

C12 C11 C13 0 0 0

C13 C13 C33 0 0 0

0 0 0 C66 0 0

0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 C44


(57)

C11 = 58000, C12 = 25000, C13 = 20800, (58)

C33 = 61200, C44 = 16600, C66 = 16500 [MPa]

ここで，[C]は弾性係数テンソル Cの行列表記であり，Fig. 3
に示されている格子座標系を参照して xx, yy, zz, xy, yz, zxに
関するテンソル成分をこの順番で格納している．また，結晶す
べりに関する材料パラメータは文献 (14, 15)を参照してTable. 2
に示す値を用いる．一方，双晶変形に関するパラメータは，次
項の単結晶に対する実験結果を参照して，キャリブレーショ
ンにより決定する．また，4.2 項で述べた，格子再配向時に
変換すべき結晶方位に対応する双晶系の体積分率の閾値につ
いては，その設定に任意性があるが，本研究では仮に 0.4を
採用して解析を行う．

5.2 変形双晶モデルによるパラメータ同定と検証
本項では，本研究で提案する熱力学に基づく変形双晶モデ

ルを用いて，文献 (14) で報告されているマグネシウム単結晶
に対する実験結果を数値シミュレーションにより再現する．
この実験は，単結晶に対して Fig. 7に示すような負荷および
拘束条件を与えるものであり，Fig. 8に示すような応力–ひず
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み曲線が得られている．提案する変形双晶モデルに含まれる
パラメータは，この実験データを参照しながらキャリブレー
トして決定した．すなわち，変態の進展量を決めるパラメー
タを λ(p0) = 1.8，λ(pq) = 0.6 (q , 0)，界面エネルギーの影響
度を表すパラメータは双晶種類によらず A = 0.1 J/m3 とし
た．また，式 (46)において活性化エネルギーに対応するパラ
メータ k は，(101̄1) については 40.0 J/m3，(101̄2) について
は 2.0 J/m3 とした．一方，母相と各双晶系は原子配置が異な
るだけでエネルギー的には等価と考えられるので，それぞれ
の化学的自由エネルギーは双晶種類によらず同一，すなわち
ΨΘ

M = Ψ
Θ
T (T = (101̄1) or (101̄2))とした．また，本研究では温

度への依存性も考慮しない．
12 個の線形四面体要素からなる立方体領域の有限要素モ

デルにこれらのパラメータを用いて，各実験ケースに対応す
る数値シミュレーションを行った結果を Fig. 9に示す．実験
とシミュレーションの結果では，応力の絶対値や応力–ひず
み曲線の形状が異なるが定性的には両者はほぼ一致している
といえる．

(1) Case-1 と Case-2 本計算で設定した条件の下で
は，Case-1 と Case-2 の計算で変形双晶は生じないので，結
晶すべりのみが変形機構となる．具体的には，Case-1では錐
面すべり系が，Case-2では柱面と錐面すべり系がすべり得る．
一方実験においては，これらのケースの負荷・拘束条件の下
では，c軸（Fig. 7中では z−軸）が伸びるような (101̄2)双晶
は生じ得ないが，Case-1 では (101̄1) 双晶が発現する可能性
がある．しかし，錐面すべりが卓越する状況下では双晶の駆
動力となる熱力学的応力が相対的に低いために，上記のキャ



 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

 0  2  4  6  8  10  12

Case-1

Case-2

Case-3

Case-4

T
ru

e 
st

re
ss

 i
n
 l

o
ad

in
g

 d
ir

ec
ti

o
n

  
(M

P
a)

True strain (%)

Fig. 8 Experimental results on Mg single crystal
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Fig. 9 Simulation results on Mg single crystal

リブレーションにより設定した活性化エネルギーを超えられ
ない．
以上より，Case-1と Case-2では理論的な予測と整合した計

算結果が得られているといえるが，対応する実験結果（Fig. 8）
は，計算結果に比べて応力レベルが低く，定量的には一致し
ない．これは，(14)に報告されているように，拘束条件が厳密
に与えられていないことや，結晶方位・負荷方向のわずかな
不整に起因して供試体の一部に変形双晶（Case-1では (101̄2)

双晶，Case-2では（(101̄2)→ (101̄1)2重双晶）が現れたこと
により，応力が低減されたためである．

(2) Case-3と Case-4 Case-3と Case-4では，理論的
に (101̄2) 双晶が発現しうる負荷・拘束条件が与えられてい
る．実際，本計算の結果（Fig. 9）でも，双方とも変形の初
期段階で (101̄2)双晶が現れ，ひずみが約 5 %までは双晶形態
テンソルによる無応力せん断変形により 100 MPa程度まで
しか応力が増加しない．また，本研究における変形双晶モデ
ルでは各点（各要素）における双晶の体積分率が 0.4を超え
るまでは格子再配向の影響を考慮しない設定になっているた
め，ひずみが 5 %程度まではせん断変形のみが生じる．今回

の数値シミュレーションでは，要素内のひずみが 5 %程度に
なると，(101̄2)双晶の体積分率が 0.4を超えるため，格子再
配向に対応する結晶方位の変換が行われる．Case-3では，変
換後に c軸が負荷方向とほぼ一致するため，より大きな拘束
効果により応力が急激に増大することが再現されている．ま
た、変換後の結晶方位では錐面すべり系が卓越して滑り得る
なるが，このすべりに対応する結晶格子の回転が拘束される
ので応力は増加し続ける．Case-4の場合も，格子再配向後に
c軸は負荷方向に対して 31◦ 度傾斜するが，Case-3と同様の
効果で応力が急激に増大している．特に，格子再配向後には
底面も滑る可能性があるが，課されている拘束条件がこのす
べりによる変形を阻害するので見かけ上は降伏せずに応力は
上昇する．
ひずみの大きい領域では，Case-3の計算と実験の応答は概

ね一致しているが，Case-4については両者の応答は乖離して
いる．具体的には，ひずみが 8 %以上になると，Case-4の計
算結果では応力は上昇を続けるのに対して，実験結果では応
力値が頭打ちになる．前述のように，本数値シミュレーショ
ンでは負荷・拘束条件が厳密に与えられるので理論的予測と
同様の応答が得られるが，文献 (14) でも指摘されているよう
に，実験においては拘束条件不完全であることや，負荷条件
や材料の初期不整の影響による底面すべりなどのすべり変形
が卓越することで応力は下がり得る．
また，本研究で提案する変形双晶モデルでは，物質点にお

いてあるパターンの変形双晶の体積分率が閾値を超えた段階
で格子再配向による結晶方位の変換を行なっている．すなわ
ち，単結晶に対する一様変形のシミュレーションでは，ほと
んどすべての要素で同時に無応力せん断ひずみを生じ，ある
程度変形が進行して変形双晶の体積分率が閾値を超えたとき
にはじめて格子再配向による方位変換も同時に行われる．し
たがって，Fig. 9のシミュレーションの結果では，約 5％の
時点ですべての要素の結晶格子が変換されるため，応力の増
加率が不連続になっている．しかし実際には，すべての物質
点で同時に変形双晶となることはない．また，変形双晶の発
現による無応力せん断変形と格子再配向は同時に起こる．し
たがって，実験結果の Fig. 8では，双晶変形が進行する最中
でも応力は上昇し，応力の増加率も連続的である．本研究で
提案するモデルを用いた単結晶の数値計算でこれを再現する
ことは困難であるが，多結晶体に対する計算では，モデルが
大きくなるほど，変形の非均一性が顕著になるのでこのよう
な差異の影響は小さくなると考えられる．

5.3 c軸方向引張り問題 前項と同じマグネシウム単結
晶の有限要素モデルに対して，一様一軸応力状態となるよう
に c軸方向に引張の負荷と拘束を与える数値シミュレーショ
ンを行なった．ただし，ここで設定した材料パラメータはす
べて前項でキャリブレートした値を用いた．計算結果として
得られた応力–ひずみ曲線を Fig. 10に示す．同図には，双晶
変形が生じないようなパラメータ設定で計算した結果を併記
している．また，変形双晶による格子再配向の前後での各す
べり系のすべり変形の有無も○×で示した．
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Fig. 11 Eight-grain model

変形の初期段階では，六方晶の c軸は引っ張り方向と平行
な向きであり，活動しうるすべり系は錐面すべりしかない．
このとき，双晶変形が生じない場合では，錐面すべり系の分
解せん断応力が臨界値に達して活動する通常の塑性変形であ
る．これに対して提案するモデルによる変形双晶が生じる場
合，錐面すべり系の分解せん断応力が臨界値に達しない状態，
すなわち弾性状態から (101̄2) 双晶が現れ，対応する無応力
双晶せん断変形により応力が上昇しない．そして，(101̄2)双
晶の体積率 c(p) (p = 7 ∼ 12)が増加していき，閾値（本研究
では 0.4）を越えると格子座標系の変換，すなわち格子再配
向が起こる．本計算結果では，ひずみが約 5.5 %のときに閾
値を超えたことが分かる．(101̄2)双晶に対応する格子再配向
が起こると，格子は約 90◦ 回転し，c軸方向に伸張する変形，
すなわち負荷方向に収縮する変形により応力は急激に上昇す
るが，柱面すべり系が活動し始め，応力の上昇の度合いは低
減される．さらに変形を加え続けると，(101̄1)双晶が発現し
うるが，本計算で負荷した程度の変形では対応する熱力学応
力は活性化エネルギーを超えるほど高くならない．この結果

Table. 3 Crystallographic orientation of each grain in

eight-grain model
Roe’s Euler angles (degree)

Grain No.
φ θ ψ

1© 10 0 0

2© 10 5 0

3© 10 30 0

4© 10 50 0

5© 20 0 0

6© 20 5 0

7© 20 30 0

8© 20 50 0
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Fig. 12 Macroscopic stress-strain curve for eight-grain

model subjected to cyclic loading

は，マグネシウムについて報告されている変形機構を良く表
しているといえる．

5.4 多結晶簡易モデルに対する繰り返し負荷問題
Fig. 11 に示すような，8 つの立方体形状の結晶粒からなる
多結晶体の有限要素モデルに対して，1軸方向に強制変位に
よる繰り返し負荷を与える解析を行った．まず，10%の引張ひ
ずみを与えた後に 0.9 %圧縮することで除荷し，その後に再
負荷する．各結晶粒の結晶すべりと変形双晶の材料パラメー
タは，前項の解析例と同一であるが，8つの結晶粒にはそれ
ぞれ Table. 3に示すような異なる結晶方位を与えた．ただし，
表中のオイラー角は Roeの方法に従うものである．
解析の結果得られたマクロ公称応力–ひずみ曲線を Fig. 12

に示す．ここで，マクロ公称応力とは，強制変形を与える面
上の表面力の 1軸方向成分の積分値をその初期断面積で除し
た値である．また同図には，比較のために双晶変形を考慮し
ていない結晶塑性構成モデルのみを用いた数値解析結果を合
わせて示した．この図から，本研究で提案した結晶塑性・変
形双晶モデルは，マクロ的に単調な応答を示すが，結晶すべ
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りのみを考慮したモデルによる応答は，複数の種別の変形双
晶が個別に形成されることから単調性が失われていることが
分かる．また，双方のモデルの応答で，除荷・再負荷に際し
てエネルギーの散逸を表すループを描く様子が観察できる．
結晶塑性構成モデルのみから得られる応答は，マクロ的な除
荷時の応力再配分に起因してミクロ的な負荷領域が生じるこ
とによって現れる Bauschinger効果 (17) に他ならない．一方，
結晶塑性・変形双晶モデルによって現れたループは，マクロ
的な除荷に際して結晶すべりだけでなく，新たな変形双晶に
も起因して現れたものである．以下では，このようなマクロ
応答に対応する結晶粒レベルのメカニズムについて考察する．
マクロ応力–ひずみ曲線 Fig. 12に付された記号 (a)～(f)の

各変形段階に対応する，多結晶体内に現れた変形双晶の分
布とその種別を Fig. 13 に示す．変形の初期段階 (a)～(b) で
は，引張方向に対して c 軸の傾斜が一番小さい（約 41◦ の）
傾きを有する結晶粒 4©に，c軸方向伸びを生じる (101̄2)双晶
が形成される．そして，この結晶粒のほぼ全域が変形双晶に
なった時点で，次に傾斜角の小さい（約 44◦ の）結晶粒 8©に
(101̄2)双晶が形成され，(b)～(c)で発展する．また，(c)～(d)

でひずみが 10%に達するまでに，結晶粒 5©に (101̄2) 双晶が
形成されている．この結晶粒の c軸は負荷方向に直交する方
向に向いているので，単結晶であればこの変形双晶は形成さ
れないが，多結晶体内の粒界付近では弾性およびすべり変形
の相互作用により，c軸方向の伸びを促すような主応力方向

の回転もあり得る．さらに，(d)～(e) では結晶粒 3©に (101̄1)

双晶が発生するが，この変形双晶は再負荷時の (e)～(f)にお
いて (101̄2)双晶に変化する．すなわち，除荷–再負荷の過程
で (101̄1)→ (101̄2)の 2重双晶が現れる．これは，初期状態
では結晶粒 3©の c軸が負荷方向に対して約 60◦ 傾いているが，
除荷に際して (101̄1)双晶が形成されたことより c軸が約 56◦

回転して，負荷方向に対して約 30◦ 傾くため，再負荷時には
c軸伸びを伴う (101̄2)双晶が形成されるものと考えられる．

6. 結言
本研究では，内部変数を用いる熱力学に基づく定式化 (11)

を適用して，結晶すべりと変形双晶の相互作用を評価可能な
結晶塑性・変形双晶構成モデルを構築し，簡単な数値解析例
によりその性能を検証した．提案した構成モデルは，以下の
ような特徴を有するもので，双晶の形成条件と双晶変形時の
無応力せん断変形および格子再配向を同一の内部変数を介し
て統一的に扱うことができる点で，双晶変形を擬似的なすべ
りとみなす従来の変形双晶モデルとはまったく異なっている．

• 双晶変形勾配は，材料パラメータである双晶種別の無応
力ひずみパターンと対応する体積分率係数とする線形結
合で定義されている

• 変形勾配の弾塑性乗算分解に対して，上記のように定義
された双晶変形勾配を乗算形式で付加している

• 通常の弾性および結晶すべりのひずみ硬化に関する項に
加えて，無応力ひずみパターンの体積分率係数を内部変
数として変形双晶の自由エネルギーを定義している

• 変形双晶の自由エネルギーは，母相および変形双晶相の
化学的エネルギーと双晶界面エネルギーから構成される

• 内部変数として導入した変形双晶相の体積分率がある閾
値を超えた際に格子再配向が行われる

数値解析例では，既往の実験研究で報告されている単結晶
の圧縮試験結果を参照データとして，提案した変形双晶構成
モデルのパラメータをキャリブレーションにより決定すると
ともに，4種類の負荷方向・拘束パターンに対する応力–ひず
み曲線を比較・考察した．そして，提案モデルによれば，負荷
方向・拘束パターンの違いによる変形双晶の形成の有無と格
子再配向を適切に予測できること，および後者に起因して発
現する応力の低減・増加挙動を再現しうることを示した．ま
た，この検証例題と同一の単結晶モデルに対して引張荷重を
負荷する数値シミュレーションでは，理論的な予測結果と一
致する結果を得た．さらに，8結晶粒からなる簡単な多結晶
モデルに対して負荷・除荷の繰り返し負荷を与える数値解析
では，マクロ的な除荷に際して新たな変形双晶の形成や，2

重双晶の発現が捉えられ，弾性異方性，結晶すべり，変形双
晶の相互作用を評価しうることを確認した．
本研究で提案した結晶塑性・双晶変形の構成則は，基本的

な性能を備えていることが確認されたので，今後は，実際の
多結晶構造に近い数値モデルを用いて変形双晶および 2重双



晶の形成を予測する数値シミュレーションを行い，実験結果
とを比較するなどして検証を重ねることで，モデルを改良し
ていく予定である．特に，結晶粒レベルでの結晶すべりおよ
び双晶変形挙動，およびそれらの相互作用がマクロな降伏強
度や延性に及ぼす影響を調査するには，CRSSおよび活性化
エネルギーの温度依存性や，格子再配向後の蓄積すべりの影
響，粒界でのすべり変形の影響なども考慮する必要がある．

謝辞：本研究成果の一部は, トヨタ自動車の先端技術共同研
究プログラムの一環として行ったものです．ここに，記して
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