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破壊シミュレーションのための構造要素を用いた離散体解析法

Discrete analysis method for fracture simulation using structural elements
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This paper proposes a new discrete analysis method for fracture simulation using structural elements based
on the discrete element concept. The suggested structural elements are suitable for fracture simulations be-
cause the element stiffness is evaluated by means of relative displacements at the interface between discrete
elements (particles). We first formulate the structural elements in consideration of the position and the angle
of interface between discrete elements and discuss the integration of element stiffness. The fundamental
properties for elastic problem are examined in chapter 3. The eigen-values and eigen-vectors of stiffness
matrix are analyzed to investigate the relationship between basic deformation mode and integration order.
Also the accuracy of the structural element for beam bending problem is assessed. Finally, after explaining
the modeling of fracture in this paper, two representative numerical examples are presented to demonstrate
the applicability to fracture simulations for structures involving multiple cohesive cracks.
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1. はじめに

コンクリートや岩盤・地盤などの材料は，クラックなどの

不連続面の形成により，連続体的な変形から不連続な変形に

遷移する特徴をもつ．不連続面の形成・進展は，材料の強度

や靭性に影響するだけでなく，材料内部の水分移動を進行さ

せることから，不連続面の形成後の挙動追跡は重要な課題と

なっている．

不連続面の形成する前の連続的な挙動については，有限要

素法（FEM）による解析が可能であるが，不連続面形成後の

不連続変形を含む解析については，これまで様々な方法が研

究されている (1)．不連続面形成前の有限要素解析を拡張する

かたちで，分布ひび割れモデル (2) などの構成関係による方

法や，不連続性を直接導入するジョイント要素 (3) による方

法などが古くから研究されている．近年では，FEMにおける

形状関数に非適合モードとして不連続性を導入した埋め込み

型有限要素 (4) と呼ばれる方法や，形状関数における解の再

現性を不連続変形に応用した拡張有限要素法 (5) などが開発

されている．また，イメージベースモデリングによる要素の

細かさを応用し，剛性の低減・消失によりクラックを表現す

る方法 (6) や，変位場を粒子離散的に扱って不連続変形を表
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現する方法 (7) も，FEMによる連続体解析を拡張した方法の

ひとつとして挙げられる．

一方，FEM による連続体解析をベースに考えるのではな

く，不連続面形成後のモデル化に主眼をおいた解析法も研究

が行われている．材料を粒子（離散要素）の集合と考え，バ

ネとダッシュポットにより変形・破壊挙動を表現する個別要

素法 (8, 9) や，離散要素内の弾性変形とペナルティによるバネ

で変形・破壊挙動を表現する不連続変形法 (10) などの研究が

ベースとなっており，モデル化の明瞭性と簡便性から，これら

の方法を応用した研究は近年でも幅広く行われている (11, 12)．

また，材料を剛体とバネによるネットワークとしてモデル化

し，不連続面の形成を離散的に表現可能な剛体ばねモデル (13)

も，材料を離散要素の集合と考える方法のひとつであり，コ

ンクリートや地盤などの不連続体解析に対する有効性が示さ

れている．また近年では，不連続変形法と FEMを組み合わ

せた方法 (14, 15) や，ハイブリッド型変分原理に基づいて，剛

体ばねモデルを拡張した解析法 (16) などが研究されており，

不連続面の形成後の不連続体解析だけでなく形成前の連続体

解析も可能な方法となっている．

材料を離散要素の集合と考えるもうひとつの方法として，

ラチス解析法 (17, 18) がある．ラチス解析法は，材料を離散的

に捉え，トラスやフレームなどの構造要素により，離散要素

間の結合をモデル化する方法である．破壊のモデル化に関し

ては，構造要素の剛性を消失させたり，非線形な構成関係を

構造要素に導入することで容易に応用が可能である．構造要
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Fig. 1 Discrete element modeling and structural element

素（1次元要素）によるマトリックス構造解析の枠組みで，容

易に破壊のモデル化とシミュレーションが可能であることか

ら，ラチス解析法を応用した研究は近年でも幅広く行われて

いる (19, 20)．

本論文では，FEM による連続体解析をベースとしない後

者の考え方に着目し，材料を粒子（離散要素）の集合と捉え

る個別要素法の概念を，離散要素間の結合を構造要素でモデ

ル化するラチス解析法に取り入れた，簡便な破壊シミュレー

ション法を提案する．第 2節では，粒子同士の結合位置と結

合面（破壊面）の角度を考慮して粒子間の相対変位の関係式

を導出し，破壊シミュレーションに適した構造要素の定式化

を示す．第 3節では，弾性解析により，本解析手法における

基本的な変形特性について検証する．まず，剛性マトリック

スの固有値解析により，粒子配置に伴う基本変形モードと積

分次数との関係について検討する．次に，1軸引張問題を対

象に，1軸応力を再現するための境界粒子の取り扱い方法を

説明した後，はりの曲げに対する解析精度と収束性について

検証する．第 4節では，本論文における破壊のモデル化につ

いて述べた後，本解析手法に対する数値解析例として，複数

のクラックが生じる問題を対象に，破壊シミュレーションへ

の適用例を示す．第 5節では，本研究の総括を行い，今後の

課題について述べる．

2. 粒子間の結合を表す構造要素の定式化

本研究では，材料を粒子（離散要素）の集合と考え，粒子

同士の結合を構造要素でモデル化し，構造要素の剛性を消失

させることにより破壊を表現する方法を採用する．以下では，

材料の離散要素モデリングの考え方を示した後，粒子同士の

結合位置と結合面（破壊面）の角度を考慮した構造要素の定

式化を示し，本解析手法と既往の類似手法との関係性につい

て述べる．ただし，変位・変形ともに微小であるものとする．

2.1 材料の離散要素モデリング Fig. 1に示すように，
材料を粒子（離散要素）の集合として考えると，材料の変形

抵抗は粒子同士のジョイント部における結合によって表すこ

とができ，材料の破壊はジョイント部における結合が切れる
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Fig. 2 Definition of DOF and element stiffness

ことによってモデル化することができる．さらに，Fig. 1に
示すように，粒子同士の繋がりを構造要素でモデル化すれば，

材料の変形・破壊挙動を簡易的に表現することができる．そし

て，ジョイント部での相対変位を用いて，粒子間の剛性を評

価可能な構造要素に拡張することで，材料の破壊シミュレー

ションに適した解析法を構築することができる．

2.2 自由度と剛性の定義 本論文では，微小変位問題

を対象とする．構造要素の定式化に際し，奥行を 1とする 2

次元問題を仮定し，部材軸に沿った局所座標系（部材座標系）

を (x̄, ȳ)とする．節点自由度は，軸方向変位と軸直角方向変

位および回転角とし，これらに対応する材端力は，軸力とせ

ん断力および曲げモーメントである．Fig. 2 (a)に示す方向を

正の向きとする．ここまでは，一般的なビーム要素と同様の

定義である．

要素の剛性は，一般的なビーム要素とは異なり，粒子間の

結合剛性を用いて近似する．具体的には，Fig. 2 (b)に示すよ

うに，ジョイント部において法線方向の伸縮バネと接線方向

のせん断バネを定義し，それぞれの方向の相対変位に関する

要素剛性を定義する．

2.3 各座標系における相対変位と Bマトリックス 本

研究では，Fig. 3 (a)に示すように，大きさや形状が不均一な

粒子の集合を対象とし，粒子界面上における評価点 gでの相

対変位ベクトルを導出する．

はじめに，Fig. 3 (b)のように，粒子界面が部材軸と直角で

ある場合の評価点 g における相対変位ベクトルを導出する．

局所座標系における点 gでの部材軸方向の相対変位を ūg と

すると，Fig. 3 (c)を参照して，次式のように表される．

ūg =
(
ū2 − eθ̄2

)
−

(
ū1 − eθ̄1

)
(1)

同様に，点 gでの部材軸直角方向の相対変位 v̄g は，Fig. 3 (d)

より，次式で表される．

v̄g =
(
v̄2 − r2θ̄2

)
−

(
v̄1 + r1θ̄1

)
(2)

式 (1), (2) をマトリックス表記することにより，点 g の相対
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Fig. 3 Relative displacement in local coordinate

変位ベクトル ūg は次のように与えられる．

ūg = B̄gū (3)

ここで，ūg, B̄g, ūの成分は，次のように定義した．

ūg =
{

ūg v̄g

}T
(4)

B̄g =

 −1 0 e 1 0 −e

0 −1 −r1 0 1 −r2

 (5)

ū =
{

ū1 v̄1 θ̄1 ū2 v̄2 θ̄2
}T

(6)
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Fig. 4 Definition of angle α and β

任意サイズ・任意形状の粒子を表現するには，Fig. 4 (a)の

ように，粒子間接線（界面）と部材軸が直交しない場合を考え

る必要がある．部材軸に対する粒子間接線の傾きを角度 αで

定義し，傾いた界面での局所座標系を (x̂, ŷ)とする．Fig. 4 (a)

において，傾いた粒子界面上の点 gでの法線方向と接線方向

の相対変位を ûg, v̂g とすると，これらを成分に持つ相対変位

ベクトル ûg は，座標変換行列 Tα を用いて，次のように表さ
れる．

ûg =

 ûg

v̂g

 =
 cosα sinα

− sinα cosα


 ūg

v̄g

 = Tαūg (7)

式 (3)より，上式は次のように表される．

ûg = Tαūg = Tα B̄gū = B̂αg ū (8)

上式において，B̂αg の成分は次のようになる．

B̂αg =

 −cα −sα ecα − r1sα
sα −cα −esα − r1cα

cα sα −ecα − r2sα
−sα cα esα − r2cα

 (9)

ここで，cα = cosα，sα = sinαとおいた．

さらに，Fig. 4 (b)に示すように，全体座標系を (x, y)とし，

局所座標系と全体座標系の角度を βとすると，局所座標系の

要素節点変位ベクトル ūと全体座標系の要素節点変位ベクト
ル U は，座標変換則により，次のように関連付けられる．

ū = TβU (10)

ここで，Tβ と U の成分は次のようになる．
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Tβ =



cos β sin β 0 0 0 0

− sin β cos β 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos β sin β 0

0 0 0 − sin β cos β 0
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(11)

U =
{

u1 v1 θ1 u2 v2 θ2
}T

(12)

式 (10)を式 (8)に代入することにより，ûg は次のように表さ

れる．

ûg = B̂αg TβU = Bαβg U (13)

上式において，Bαβg の成分は次のようになる．

Bαβg =

 −cαβ −sαβ ecα − r1sα
sαβ −cαβ −esα − r1cα

cαβ sαβ −ecα − r2sα
−sαβ cαβ esα − r2cα

 (14)

ここで，cαβ = cos(α + β)，sαβ = sin(α + β)とおいた．

2.4 要素剛性マトリックス Fig. 4 (b)の評価点 gでの

法線方向 x̂ と接線方向 ŷ の応力を σ̂g と τ̂g とすると，これ

らを成分にもつ応力ベクトル σ̂g は，法線方向の伸縮弾性係

数 En と接線方向のせん断弾性係数 Es を用いて，次式で表さ

れる．

σ̂g =

 σ̂g

τ̂g

 =
 En 0

0 Es

 1
L

 ûg

v̂g

 = 1
L

CBαβg U (15)

ここで，L は粒子間長さである（Fig. 5 (a) 参照）．En と Es

は，弾性体における縦弾性係数と横弾性係数と物理的にはほ

ぼ等価であるが，材料としての剛性は構造要素の配置にも依

存するので，完全に一対一に対応するものではない．

(a) Structured particle model

(b) Voronoi particle model

Fig. 6 Discrete models with structured and unstructured mesh

σ̂g を粒子界面で積分することにより，内力ベクトル F̂g は

次式で求められる．

F̂g =

 N̂g

Ŝ g

 =
∫

A
σ̂g dA =

1
L

∫
A

CBαβg dA U (16)

ここで，Aは粒子境界の面積（断面積）である（Fig. 5 (a)参

照）．ポテンシャルエネルギー最小の原理あるいは仮想仕事

の原理により，要素剛性マトリックスは次式で表される．

K =
1
L

∫
A

(
Bαβg

)T
CBαβg dA (17)

具体的な要素剛性マトリックスの計算法として，ガウス積分

法を適用すると，Fig. 5 (b)に示すように，評価点 gをガウス

積分点に選ぶだけでよく，i番目のガウス積分点を gi とする

と，2次元問題の要素剛性マトリックスは次式により求める

ことができる．

K =
h
2

NG∑
i=1

wi
1
L

(
Bαβgi

)T
CBαβgi (18)

ここで，NG は積分点数，wi は重み係数，Bαβgi は積分点 gi で

評価された式 (14)で与えられる変換マトリックスである．

数値解析においては，通常のマトリックス構造解析を行え

ばよく，また分布荷重の計算や変位自由度の拘束については，

低次のソリッド要素と同様の処理が可能である．

2.5 要素剛性マトリックスに関する考察 ここでは，

本論文の式 (18)で導出した要素剛性マトリックスと既往の類

似手法による要素剛性マトリックスとを比較検討する．まず，

1点積分を採用した場合の要素剛性マトリックスは次式で表

される．

K1 =
h
L

(
Bαβc

)T
CBαβc (19)

ここで，cは粒子境界面の中央点を意味している．
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Fig. 7 Discrete models for eigenvalue analysis

Fig. 6 (a) に示すような，一様な球形粒子の集合体を考え

る．構造要素の配置は正三角形となり，球形粒子の形状は正

六角形と見ることができる．したがって，本論文で定義した

変数のうち，r1 = r2，e = 0となり，Lと hは全要素において

一定値となる．これらを設定して，1点積分に基づく式 (19)

により得られる要素剛性マトリックスは，文献 (18) で示され

ている要素剛性マトリックスと同様となる．

次に，Fig. 6 (b)に示すような，ボロノイ分割されたモデル

を考える．これに対応する構造要素の配置は，デローニー三

角分割となるので，r1 = r2 となる．1点積分を行い，式 (19)

から得られる要素剛性マトリックスは，文献 (20) で示されて

いる要素剛性マトリックスと同様となる．

文献 (18) では均一の粒子集合，文献 (20) ではデローニー三

角分割とボロノイ分割の双対性を仮定する必要があるが，本

研究では粒子境界面の角度の任意性を考慮しているので，正

確なボロノイ分割である必要はない．粒子分割を行った後に

構造要素のメッシュを作成してもよいし，構造要素のメッシュ

分割を行った後に粒子分割を行うこともできる．

本研究では，ある評価点における相対変位を，構造要素に

おける e, r1, r2 と角度 α, βにより表し，数値積分により要素

剛性マトリックスを定義している．これに対し，剛体ばねモ

デル (13) では，全体座標系による座標値を用いて，剛体要素

の境界での相対変位を表し，解析的な完全積分により要素剛

性マトリックスを求めている．定式化や積分の方法が異なる

ものの，本論文で示した構造要素の剛性マトリックスは，剛

体ばねモデルのそれと基本的には同形式となる．

3. 弾性変形に対する検証

本節では，簡単な弾性問題の数値実験を通して，本論文で

定式化した構造要素の変形性能や解析精度について検証する．

3.1 固有値解析による基本変形モード はじめに，式

(18)から得られる剛性マトリックスの固有値解析を行い，数

値積分の次数と基本変形モードとの関係について検討する．

解析対象は，Fig. 7に示すような，粒子配置の異なる基本
的な 1～4要素のモデルである．材料パラメータやモデル寸

Table. 1 Number of zero eigenvalue

model: 1elm

model: 2elm

model: 3elm

model: 4elm

1 point integration 2 points integration

5

4

3

4

3

3

3

3

法は，En = Es = 1, r1 = r2 = h = 1, e = 0とする．

要素剛性マトリックスの固有値解析の結果として，各モデ

ルにおけるゼロ固有値の数を Table. 1に示す．2次元の固体

変形問題では，剛体運動に関する計 3つのゼロ固有値を有す

る必要があるが，1点積分の結果を見ると，3elmのモデルの

み 3つのゼロ固有値を有しており，それ以外のモデルでは不

要なゼロエネルギーモード（ゼロ固有値に対応する固有ベク

トル）を有していることが分かる．これに対して，2点積分

の結果を見ると，すべてのモデルにおいて 3つのゼロ固有値

を有することが分かる．

それぞれのゼロ固有値に対する固有ベクトルによる変形を

可視化した結果を Fig. 8 に示す．3elm では積分次数によら

ず，ほぼ同様の剛体変形モードとなっているが，その他のモ

デルでは，2点積分の場合に正しい剛体変形モードとなるこ

とが分かる．以上より，構造要素の配置が三角形とは限らな

い場合は，積分点数を 2点にしておく必要がある．

3.2 1軸状態の再現と境界粒子の修正 本解析手法は，

構造要素を用いて，材料（固体）の変形挙動を解析するもの

である．ここでは，弾性問題に対する基礎的検証として，1

軸応力状態の再現性を取り上げる．

解析対象は，Fig. 9に示すような正方形のモデルとし，構造
要素によるメッシュは四角形構造メッシュと三角形メッシュの

2通りとする．境界条件は，上下方向に単位ひずみとなるよ

う，モデル上端に強制変位を与えるものとし，材料パラメー

タは En = Es = 1とする．

解析結果として，各モデルの変形の様子と軸方向応力を可

視化したものを Fig. 10に示す．内部の要素と比較して，外部
境界に位置する要素は，粒子の境界面積が相対的に小さくな

る．そのため，この図を見て分かるように，外部境界に位置す

る要素に相対的に大きな応力が生じている．この問題を解消

するため，本研究では，境界粒子の境界面積が内部粒子と同

程度になるよう，Fig. 11 (a)に示すように，外部境界に位置す

る粒子の境界面積を拡張する．これによる結果は，Fig. 11 (b)



Model: 1elm & 1 point integration

Model: 1elm & 2 points integration

Model: 2elm & 1 point integration

Model: 2elm & 2 points integration

Model: 3elm & 1 point integration

Model: 3elm & 2 points integration

Model: 4elm & 1 point integration

Model: 4elm & 2 points integration

Fig. 8 Deformation modes for zero eigenvalues

のようになり，外部境界の要素の応力は内部の要素とほぼ同

程度となる．また，弾性係数とひずみを 1としているので，軸

方向応力の理論値も 1となる．三角形に配置したモデルでは

要素の角度が一様ではないので，応力の値も一様とならない

が，正方形に配置したモデルでは要素の方向が変位の方向に

一致するので，上下方向の要素では理論解が再現されている．

3.3 はりの曲げ変形に対する解の収束性 一般的なビー

unit strain unit strain

Fig. 9 Structural elements for uniaxial deformation

0 2 0 3

Fig. 10 Distribution of axial stress with deformation

0 2 0 3

(a) Modification of joint-surface at external boundary

(b) Distribution of axial stress

Fig. 11 Extension of integral boundary and numerical results

ム要素とは異なり，本論文における構造要素は曲げ理論に基

づいて定式化を行っていないため，ここでは，はりの曲げに

対する解析精度と解の収束性について検討しておく．

解析対象は，Fig. 12 (a)に示すような縦横比 1:5のはりと

し，構造要素によるメッシュは，同図 (b), (c)に示すような四

角形メッシュと三角形メッシュの 2通りとする．解の収束性



(a) Beam problem

(b) Example of triangular mesh

(c) Example of quadrilateral mesh
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Fig. 12 Discrete model for beam problem
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Fig. 13 Error versus number of DOF in beam problem

を調べるため，メッシュサイズおよびパターンの異なる 5つ

のモデルを解析する．

はりの理論解と比較するに際し，はりのヤング率が必要と

なるが，構造要素における En と Es はヤング率と一対一に対

応するものではない．そこで，En = Es = 1 とした各モデル

に対して，一軸問題の数値実験を行い，弾性解からヤング率

を同定する．そして，このヤング率を用いてはりの理論解を

算出し，構造要素による数値解との誤差を計算する．

構造要素の全自由度数と誤差の関係を表したものを Fig. 13
に示す．縦軸における変位の誤差 Rdisp は，次式により定義

した．

d
isp

lacem
en

t: 0
.0

3
 m

m

110 mm

5
0

 m
m

En Es fn Gf

20 GPa 20 GPa 1 MPa 0.01 N/mm

Fig. 14 Structural elements for uniaxial tensile fracture

Rdisp =

∣∣∣∣∣uRef − ustr

uRef

∣∣∣∣∣ × 100 (%) (20)

ここで，uRef は曲げ理論による変位解，ustr は本論文におけ

る構造要素による変位解である．本論文における構造要素は，

粒子間の結合をモデル化したものであり，弾性変形をモデル

化したものではないので，変位の精度が高いとは言えない．

ただし，自由度数の増加に伴い，解が収束していく様子が見

て取れることから，離散要素数（粒子数）を増やすことによっ

て，連続体の変形に近い解が得られると考えられる．また，

三角形メッシュよりも四角形メッシュの方が剛な結果を示し

ており，離散要素（粒子）の配置が解析結果に影響すること

が分かる．

4. 破壊シミュレーションへの応用

本論文における構造要素は，粒子間の境界面における法線

方向と接線方向の相対変位とバネを用いて定式化されている

ため，境界面での破壊挙動をモデル化すれば，材料の破壊シ

ミュレーションへの応用が容易に可能である．以下では，本

論文における破壊挙動のモデル化について述べ，切り欠きを

有する問題を対象に，材料の破壊シミュレーションへの適用

例を示す．

4.1 破壊基準と軟化モデル 本論文では，簡単のため，

材料の局所的な引張破壊のみを対象とする．式 (15)に示した

ように，本研究の構造要素の定式化において，弾性係数マト

リックス Cは対角行列であるので，伸縮方向とせん断方向と
で独立に構成関係を導入可能である．さらに，それぞれの方

向に対して 1次元のモデルになるので，構成モデルの導入が

容易である．

材料の引張強度を fn とし，式 (15) における応力 σ̂g を用

いて，破壊の発生基準を次のように定めることにする．

σ̂g − fn = 0 (21)

破壊発生後の構成関係として，本論文では次式で表されるよ

うな，指数関数型の応力と開口変位関係 (21) を規定する．

σ̂g(w) = fn exp
(
− fn

Gf
w
)

(22)
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Fig. 15 Load versus displacement in uniaxial tensile fracture

ここで，Gf は破壊エネルギー，wは開口変位であり，本論文

では w = ûg とする．

増分解法と Newton-Raphson法の適用は可能であるが，軟

化挙動を伴う破壊シミュレーションにおいては，一般に収束

解が得られない場合が少なくない．本論文では，k 回目の反

復過程における弾性係数を近似的に，

Ek
n =
σ̂g(wk−1)

wk−1 L (23)

として反復計算を行い，破壊の判定や破壊後の軟化挙動を考

慮した破壊シミュレーションを行うこととする．また，本論

文では，簡単のため，En の低下率と同様に Es を低下させる

ことにより，引張せん断を考慮することとする．

4.2 数値解析例 数値解析例として，はじめに破壊挙

動の再現に関する検証例題を示す．Fig. 14に示すような，破
壊面の形成場所が自明である単純なモデルを解析対象とし，

四角形による構造メッシュを設定し，弾性域から破壊判定と

軟化挙動を含む一連の変形・破壊挙動の再現性を検証する．

変形・破壊に関するパラメータは同図に示す通りとし，変位

制御解析により破壊シミュレーションを行う．

解析結果として，載荷面における荷重－変位関係を Fig. 15
に示す．この図に示されるように，破壊前の弾性挙動から破

壊後の軟化挙動までを再現できていることが分かる．

次に，Fig. 16に示すように，切り欠きを有する構造を対象
に，破壊シミュレーションへの適用例を示す．解析に用いる

構造要素のメッシュと離散要素のメッシュ，および変形・破

壊に関するパラメータは図中に示す通りとし，変位制御解析

により破壊シミュレーションを行う．

解析結果として，載荷面における荷重－変位関係を Fig. 17
に，変形・破壊挙動を可視化したものを Fig. 18に示す．ここ
で，Fig. 18における各離散要素の変位は，構造要素の節点変
位を用いており，コンター図は離散要素内における構造要素

の軸方向応力の最大値を表している．

本解析法では，解析対象を離散要素に分割し，構造要素に

よるマトリックス構造解析の枠組みの中で，離散要素の境界

での破壊挙動をモデル化するだけでよいので，クラックが複

数同時に生じるような問題であっても，容易に破壊シミュレー

ションが可能である．
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1
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Fig. 16 Discrete model of double-edge notched structure
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Fig. 17 Load versus displacement in double-edge notched prob-

lem

5. おわりに

本論文では，材料を粒子（離散要素）の集合とみなし，離

散要素同士の結合・破壊を構造要素でモデル化することによ

り，破壊の進行を離散的にシミュレート可能な簡易な解析法

を構築した．本論文で定式化した本解析法における構造要素
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Fig. 18 Numerical results in double-edge notched problem

は，離散要素間の境界での法線方向と接線方向の相対変位・バ

ネ剛性により定式化されているので，境界での破壊挙動のモ

デル化が容易であり，構造要素によるマトリックス構造解析

の枠組みの中で，容易に破壊シミュレーションが可能である．

弾性変形に対する構造要素の検証問題として，まず，剛性

マトリックスの固有値解析を行い，積分次数（積分点数）と

基本変形モードとの関係を検討した．構造要素を三角形に配

置する場合は，積分点数によらず，剛性マトリックスのゼロ

固有値の数は 3つとなるが，それ以外の形状では 2点積分を

行うことにより，ゼロ固有値の数が 3つになることを示した．

1軸応力状態の再現性に関する検討において，外部境界に沿っ

て構造要素を配置すると，境界上の要素の応力が内部よりも

高くなるが，外部境界における離散要素の境界を拡張するこ

とにより，内部の要素とほぼ同程度となることを示した．は

りの理論解に対する精度検証において，本解析法における構

造要素は，変位の精度が高いとは言えないが，自由度数の増

加に伴う一定の収束性を示した．また，四角形メッシュより

も三角形メッシュの方が変位の精度が良く，積分点数による

影響はほとんどないことを示した．

破壊シミュレーションへの応用に関して，構造要素を用い

た本解析法では，解析対象を離散要素に分割し，マトリック

ス構造解析の枠組みの中で，離散要素の境界での破壊挙動を

モデル化するだけでよいので，クラックが複数同時に生じる

ような問題であっても，破壊シミュレーションを容易に行え

ることを示した．

本論文では局所的な引張破壊を考慮するに留まったが，今

後は圧縮やせん断に関する破壊のモデル化を行い，多様な破

壊パターンに対応させる必要がある．また，材料の非均質性

の考慮や 3次元問題への拡張に関しても，研究を進めていく

必要がある．
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